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೯دا نام به
پژو঒ش اخلاق ඖࣁ࡭ور

঳ࢪسازی و ೰دید داিش ৔وॻید ا઺ࣱل، پژو঒ش ھای شا૛ീীه ی ا৅جام ੬ࣚਵور به و ما॥ت اࠫمال بر ජ໎نا ঙࢤواره او و ॥ت ೯دا ख़ࡗතر عاॿم که اଌن به را।خ اعتقاد و ণࣄحان ی ೯دا از اਬࣞعاষࢌ با
ই࡭ور: گاه ھای پژو঒ش و دانشگاه ھا عਖ࢙ی ঘیأت اࠝضای و داি࡮࡝ویان ما ඩযر، ز৯دگا਩ی

ਗی අ౶࣓م. پرඵ෉ز عਖ࢙ی ھای नعاॼࢹت در ৒඼මূف و ࣻ࠹ل দونه ھر از و যࡣت ऒواঘ࣓م کار به ਼ࣹࣣࡲت नࡻط و ਼ࣹࣣࡲت ইࡰف برای را ऒود تلاش ৳مام □

ਗی ঈوত࣓م. آن ࣹࡴظ در و তناণ࣓م ਗی رॶࢡࢹت به را ऑق صاনبان ساير و سازمان ھا اতیاء)، و ষبات ਲ࣪وان، (اিسان، پژوঘیدگان پژو঒شࢂඟان، ࣹࡷوق □

අ౶࣓م. ਗی ا౼ංناب ناঃنا॥ب ارجاع و عਖ࢙ی ໆرमࢌ از و ورزیده اঘ࣎مام ا઺ࣱل پژو਌঒ی ا৅جام برای ੀ৩࣓م، ਗی ارج پژو਌঒ی آثار ਹग़ࣨوی و مادی مالࢁࢹت به □

ඟ໊د. ऒواঘ࣓م اূخاذ ৑قادانه رঘیاਠभی پژو਌঒ی، नعاॼࢹت ھای ک૟ൎه در ৎ࠳આب و ਹࣝಧࣜض দونه ھر از ا౼ංباب و اোصاف به پایبندی ઽ૱ن
□

ඟ໊د. ऒواঘ࣓م ඼ෙ঳ه ورانه اਬࣞفاده ड़وओود، ਣभی و اিسا਩ی اਲ਼ࣗصادی، کانات ام و ঃناভع از ، اماষࢌ داری ઽ૱ن
□

ਗی අ౶࣓م. پرඵ෉ز (تૢه ای) ফندگانه و ਾঙࣧوشان ، ड़وازی انتشار ඵ෣োر پژو঒ش، ষتا৆ج ඵදراخلا਎ی انتشار از □

ਗی دঘ࣓م. ඼້ار ऒود پژو਌঒ی नعاॼࢹت ھای ৳مام ख़࡛ور را رازداری و রودن ඼මख़مانه اલل □

ਗی ঈوত࣓م. آن ূ࡛ࡷق برای و ඟ໊ده ৔وجه مਚی ঃناनع به پژو਌঒ی नعاॼࢹت ھای ૡঙه در □

ਗی داষ࣓م. پژو঒ش ජ໑اउل ૡঙه در مਚی راධ෉ردھای و دوਠॻی سازما਩ی، ඟ໓فه ای، ণیا॥ت ھای ग़ࡺජرات، و लوا಻ඓن ऒود، ر૛তه عਖ࢙ی ঘ࣊جارھای ک૟ൎه رعاশࢌ به م࢓චم را ऒوীش □

ਗی ورز৤م. اঘ࣎مام جاૐग़ه در آن اشاعه و ترو৆ج به ঘ඼່نگ، اଌن باॻندਛی ੬ࣚਵور به و ਗی داষ࣓م ঘ඼່نਜی ਗی اदدا را پژو঒ش در اخلاق اફول رعاশࢌ □

ج



تعهدنامه

کامپیوتر و ریاضͬ دانشͺدۀ محض ریاضͬ رشته دکتری مقطع دانشجوی ۹۸۶۳۲۰۰۱ دانشجویی شماره به ͬ نوه حسین روح الʓه اینجانب

اسفندیار دکتر راهنمایی تحت مقدماتͬ“ زیرساختارهای ͷکم به ”فورسینگ عنوان با پایا ن نامه مؤلف کرمان، باهنر شهید دانشͽاه

نیست، تکراری آن موضوع که حال عین در و باشد مͬ اینجانب پژوهش نتیجه رساله این که ͬ کنم م تأیید گلشنͬ محمد دکتر و اسلامͬ

مͬکنم: تعهد نیز را زیر موارد همچنین است. شده درج آن کامل مشخصات و دقیق نشانͬ دیͽران، منابع از استفاده صورت در

و داخلͬ مجلات و همایشها از اعم علمͬ رسانههای و مجامع در خود رساله دستاوردهای یا دادهها از قسمتͬ یا تمام انتشار برای −۱

و کرمان باهنر شهید دانشͽاه از مجوز کسب با غیرمͺتوب، یا مͺتوب صورت به .... و اختراع ثبت کتاب، مقاله، صورت به خارجͬ

نمایم. اقدام راهنما استاد(اساتید)

اجتناب راهنما استاد(اساتید) مجوز بدون رساله، از مستخرج مقالههای نویسندگان جمع در رساله کمیته از خارج افراد اسامͬ درج از −۲

نمایم. درج مقاله نویسندگان جمع در را رساله کمیته افراد اسامͬ و نمایم

مقالههای در ( ۱ کرمان باهنر شهید دانشͽاه از (غیر دیͽر سازمانهای نویسندگان (affiliation) کاری وابستگͬ یا نشانͬ درج از −۳

نمایم. اجتناب راهنما استاد(اساتید) تأیید بدون رساله از مستخرج

نمایم. رعایت رساله انجام برای را آنها بافتهای یا زنده موجودات از استفاده به مربوط اخلاقͬ اصول و ضوابط کلیه −۴

اینجانب و ساقط اعتبار درجه از کرمان باهنر شهید دانشͽاه توسط شده صادر تحصیلͬ مدرک زمان) هر (در تخلف اثبات صورت در −۵

تجهیزات و افزارها نرم ای، رایانه های برنامه مستخرج، (مقالات اثر این معنوی و مادی حقوق کلیه داشت. نخواهم ادعایی هیچگونه

قابل دانشͽاه از کتبی اجازه اخذ بدون و است کرمان باهنر شهید دانشͽاه به متعلق فکری، مالͺیت آییننامه با مطابق شده) ساخته

مبادرت چنانچه باشد. نمͬ مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین نیست. ثالث شخص به واگذاری

در را قانونͬ اقدام هرگونه حق مقتضͬ نحو هر به و زمان هر در کرمان باهنر شهید دانشͽاه گردد، محرز تعهدنامه این خلاف عملͬ به

دارد. خود حقوق استیفای

۱۴۰۳̸۴̸۳۰ تاریخ: و امضا ͬ نوه حسین روح الʓه دانشجو: خانوادگͬ نام و نام

۱

Shahid Bahonar University of Kerman, Kerman, Iran.

ایران. کرمان، کرمان، باهنر شهید دانشͽاه کامپیوتر و ریاضͬ دانشͺده محض، ریاضͬ بخش

د



به: ৎقد৤م

سورنا

تبعیدگاەها آخرین̞ و وطن ها اولین̞

ه



قدردانͬ: و تشͺر

این در و نمودند هدایت راەهاست بهترین که راهͬ به مرا که کسانͬ همه و دوستان خانواده، از متشͺرم،

برنداشتند. ͬ ام همراه از دست لحظەای مسیر،

نافذشان کلام با بلͺه نمودند راه علمشان دریای به مرا تنها نه که اسلامͬ اسفندیار دکتر از متشͺرم،

بودند. مسیرم راهنمای بی مثالشان بردباری و صبر با و گشودند برایم زندگͬ به رو جدیدی پنجرەهای

ͬ هایم نادان همه پاسخ و نکردند دریغ من از را ͬͺکم و حمایت هیچ که گلشنͬ محمد دکتر از متشͺرم،

دادند. صبوری با را

خوبی ها سمت به را مسیرم چشم داشتͬ هیچ بی که دوستانͬ همه و یاکوب ساندرا، رحمان، از متشͺرم،

ͬ کردند. م هموار زیبایی ها و

نظرات همچنین و رساله این داوری برای موسوی دکتر و حسینͬ دکتر پورمهدیان، دکتر آقایان از متشͺرم،

بود. آن بهبود جهت در شایانͬ ͷکم که ایشان پیشنهادی اصلاحات و

و



چͺیده:
سوالͬ به دادن پاسخ برای ابتدا مقدماتͬ، زیرساختارهای ͷکم به فورسینگ از استفاده با رساله، این در

الحاق ω۲ ͷفراژنری زیرمجموعەهای و حفظ، را GCH و کاردینال ها که ͬ کنیم م معرفͬ فورسینگͬ ،ͷگیتی از

ͬ کند، م الحاق ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای که ͬ کنیم م معرفͬ آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ سپس ͬ کند. م

که ͬ کنیم م معرفͬ فورسینگͬ شلاه، از قضیەای برای جدید اثباتͬ ارائۀ برای ادامه در نیست. ω⁃سره و است سره

اما است  >⁃سره α ،α تجزیەناپذیر اردینال هر برای و ͬ کند م الحاق ω۱ در آبراهام بی کران بستۀ زیرمجموعەهای

نیست. α⁃سره

نوع. دو از جانبی شروط مقدماتͬ، زیرساختارهای جانبی، شروط ͷکم به فورسینگ کلیدی: واژگان

ز



مطالب فهرست

۱ مقدمه ۱

۹ مقدماتͬ قضایای و تعاریف ۲

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ͬ مقدمات زیرساختارهای ۱−۲

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فورسینگ ۲−۲

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره فورسینگ ۳−۲

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جانبی شرط های ͷکم به فورسینگ ۴−۲

۳۳ ω۲ ͷفراژنری زیرمجموعەهای الحاق ۳

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱−۳

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیازها ۲−۳

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳−۱−۳ قضیه برهان ۳−۳

۵۳ α⁃سره فورسینگ و ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای الحاق ۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱−۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیازها ۲−۴

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ الحاق ۳−۴

۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته حالت ۴−۴

۶۹ کتاب نامه

ح



اختصاری علایم فهرست

AC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتخاب اصل

c.c.c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمارا زنجیر شرط

CH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستار فرضیۀ

Club . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی کران بستۀ مجموعۀ

GCH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته پیوستار فرضیۀ

ON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردینال ها کلاس

PFA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره. فورسینگ اصل

SH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوسلین فرضیۀ

ZF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعەها موضوعͬ اصل نظریۀ

ZFC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتخاب اصل با مجموعەها موضوعͬ اصل نظریۀ

ط



اول: فصل

مقدمه



توسط ،ZFC از (CH) پیوستار۲ فرضیۀ و ZF از (AC) انتخاب۱ اصل استقلال اثبات برای فورسینگ،

زیاد کاربرد با انعطاف پذیر بسیار ͬͺتکنی فورسینگ، شد مشخص بلافاصله .[۷] شد معرفͬ ۱۹۶۳ در کوهن۳

مجموعەها، نظریۀ و منطق تخصصͬ زمینەهای با ͬ دانانͬ ریاض و است مجموعەها نظریۀ ساختار های گسترش برای

آن ها، درخشان ترین از ͬͺی .[۱۵ ،۸] کردند روش این ͷکم به مسائل حل به شروع زمینەها، سایر در برخͬ و

سوالͬ ͬ کرد. م روشن را (SH) سوسلین۶ فرضیۀ سازگاری که بود، ۱۹۶۵ سال اوایل در تننبام۵ و سولوی۴ مقاله

در سوسلین“ درختان ”کشتن به منجر که مͺرر،۷ فورسینگ از پیشͽامانه استفادۀ با ،۱۹۲۰ سال از ͷکلاسی

شد. حل [۲۸] در ͬ شد، م گسترش یافته ساختار های

را آن ها که اشیائͬ شامل ،P ∈ M مجموعۀ و ،ZFC یا ZF از M شمارای و متعدی ساختار با کوهن

اثبات قابل راحتͬ به آن وجود که ،G ⊆ P ۹ͷژنری فیلتر الحاق با و کرده شروع ͬ نامید م فورسینگ شرط های۸

اردینال های بود، مجموعەها نظریۀ ساختار همچنان که ͬ نمود م تولید Mرا [G] گسترش یافتۀ مینیمال ساختار بود،

در را P⁃ترم ها شامل ،M از زیرمجموعەای ابتدا کوهن، داشت. نیز را او نظر مورد خواص و ͬ داد نم تغییر را M

معرفͬ با ضمنا او ͬ سازد. م Mرا [G] ساختار ،Gͷژنری فیلتر با آن ها تعبیر برای روشͬ ارائۀ با سپس و گرفته نظر

ͬ دهد؛ م کاهش M در درستͬ به را M [G] در درستͬ ،M در آن تعریف پذیری۱۰ اثبات و (⊩) فورسینگ رابطۀ

واقع در ͬ کند. م تبدیل M در درک قابل گزارەهای به را M [G] گزارەهای فورسینگ، زبان از استفاده با یعنͬ

P⁃ترم های که ،x˜۱[G], . . . , x˜n[G] ∈M [G] مانند مؤلفەهایی با φ(v۱, . . . , vn) گزارۀ هر کوهن، روش در

ͬ شود: م اجبار۱۱ G از عضوی توسط هستند، G با تعبیرشده

M [G] |= φ(x˜۱[G], . . . , x˜n
[G]) ⇐⇒ ∃p ∈ G(p ⊩ φ(x˜۱, . . . , x˜n

)).
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ناتمامیت قضیۀ اساس بر زیرا نیست، الزامͬ شمارا متعدی ساختار وجود که است این کوهن رویͺرد جزئͬ مشͺل

دوباره کوهن، استدلال های از ویژگͬ چندین لذا نیست. اثبات قابل ساختاری چنین وجود ،[۱۰] گودل دوم۱

است، بودن۲ ͷژنری و تعریف پذیری که او رویͺرد محور اما یافتند، تعمیم و شدند سازماندهͬ شدند، فرمول بندی

ͬ تواند م که طوری به دارد وجود V زمینۀ ساختار کنیم فرض که است این فورسینگ به مدرن رویͺرد ماند. باقͬ

فیلتر فورسینگ، شرط های از شده داده مجموعۀ هر ͬ شود م فرض رویͺرد، این در باشد. داشته ͷژنری گسترش

ͬ شود: م معرفͬ زیر صورت به فورسینگ معمولا˟ امروزه دارد. ͷژنری

جزئͬ ترتیب ≤P که ⟨P,≤P, 1P⟩ ∈ V سەتایی هر است. مجموعەها نظریۀ از ساختاری V کنید فرض

است. فورسینگ۳ مفهوم باشد، P عنصر بزرگترین 1P و ،P روی

ͬ گوییم، م شرط آن ها به که فورسینگ اعضای ͬ گویند. م فورسینگ اختصار، به را فورسینگ مفهوم معولا

q گوییم ،P فورسینگ از q و p شرط های برای هستند. موردنظر خواص با اشیائͬ از متناهͬ عموما تقریب هایی

.q ≤P p هرگاه است، p به نسبت بیشتری اطلاعات دارای یا است، p از گسترش۴ͬ یا است، p از قوی تر شرطͬ

هر برای توصیف، این با است. ͷژنری شͬ از p به نسبت دقیق تری و بهتر تقریب p شرط گسترش هر واقع در

به نسبت کمتری اطلاعات دارای و است P شرط ضعیف ترین است، تهͬ مجموعه معمولا˟ که 1P ،P فورسینگ

است. دیͽر شرط هر

V در که P باز۵ چͽال زیرمجموعەهای همه که باشد فیلتری G هرگاه گوییم، ͷژنری را G ⊆ P مجموعۀ

ساختاری ،V به آن الحاق از شده تولید ساختار پس نیست، V به متعلق فیلتر این .[۱۳] کند قطع را هستند،

ͬ کند، م تایید V [G] در دلخواه خواص که همزمان ،V ساختار به G الحاق است ممͺن بود. خواهد V از متمایز

ͬ تواند م تغییرات این مهمترین کند. ایجاد V [G] در نیز، نیستند مطلوب که کنترل غیرقابل و مهم تغییرات برخͬ

همانند ،G الحاق است ممͺن واقع در باشد. (GCH) تعمیم یافته۷ پیوستار فرضیۀ نقض یا کاردینال ها فروریزی۶

جدیدی تابع ،[۲۹] در همانند یا بشود، ساختار به اردینال، ͷی جدید زیرمجموعەهای الحاق موجب ،[۶ ،۵] در
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است. خودش از کوچͺتر اردینالͬ و ،V از کاردینالͬ بین دوسویی که کند، تعریف پذیر V [G] در را

کاردینال P مختصر، طور به یا ͬ کند، م حفظ را θ کاردینال P با فورسینگ گوییم باشد، V کاردینال θ اگر

تاکنون باشد. کاردینال V [G] در همچنان θ اردینال ،G ⊆ P ͷژنری فیلتر هر برای هرگاه ͬ کند، م حفظ را θ

که کنند مشخص را فورسینگ ها از کلاس هایی تا شدەاند بررسͬ فورسینگ ها مورد در مختلفͬ ͬ های ویژگ

را ℵ۱ که فورسینگ هایی کلاس به ویژه توجه زمینه، این در تحقیقات ͬ کنند. م حفظ را خاصͬ کاردینال های

دادەاند. نشان ͬ کنند، م حفظ

کمتر آن ماکسیمال۱ پادزنجیر هر کاردینالیتۀ یعنͬ باشد، θ−c.c. فورسینگ اگر ͬ دهد م نشان [۷] در کوهن

،[۲۷] در نیز سولوی باشد. کاردینال V در اگر تنها و اگر است کاردینال V [G] در ،κ ≥ θ هر آن گاه باشد، θ از

P ͬ کند. م حفظ را θ مساوی یا کوچͷ تر کاردینال های همۀ که ͬ کند، م معرفͬ را θ⁃بسته۲ فورسینگ های کلاس

داشته وجود q ∈ P ،P شرط های از ⟨pα : α < β⟩ نزولͬ دنبالۀ هر و β < θ هر برای هرگاه گوییم، θ⁃بسته را

از کلاسͬ ،[۴] در Axiom A فورسینگ های معرفͬ با نیز، باومͽارتنر۳ .q ≤ pα ،α هر برای که طوری به باشد

است. ℵ۱⁃بسته و ℵ۱−c.c. فورسینگ های شامل و ͬ کنند م حفظ را ℵ۱ که کرد معرفͬ را فورسینگ ها

فورسینگ ها از کلاسͬ ،[۲۵] در سره۵ فورسینگ مفهوم معرفͬ با ۱۹۸۰ در شلاه۴ تحقیقات، این مهمترین در

بودن سره مفهوم بار اولین او است. Axiom A فورسینگ های شامل و ͬ کنند م حفظ را ℵ۱ که کرد مشخص را

کرد معرفͬ ℵ۱ حفظ برای شمارا،۶ حمایت با مͺرر فورسینگ های زمینۀ در اولیەاش تحقیقات حین را فورسینگ

را [θ]ℵ۰ پایای۷ زیرمجموعەهای هرگاه گوییم، سره را P فورسینگ پرداخت. آن گسترش و بسط به ادامه در و

دارند. ℵ۰ کاردینالیتۀ که است θ زیرمجموعەهای همه مجموعۀ ،[θ]ℵ۰ کند. حفظ θ ناشمارای کاردینال هر برای

هرگاه کرد ثابت او ͬ کند. م حفظ نیز را ℵ۱ کند، حفظ را پایا زیرمجموعەهای این که فورسینگͬ هر داد نشان شلاه

شمارا مجموعەای زیرمجموعۀ ،V [G] اردینال های از شمارا مجموعۀ هر باشد، سره فورسینگ ͷژنری فیلتر G

همچنین او است. تناقض در ℵV [G]
۱ نبودن ناشمارا با خصوصیت این دارد. تعلق V به که است اردینال ها از
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است. سره سره، فورسینگ های شمارای حمایت با تکرار است کرده ثابت [۲۶] در

تعریف سادگͬ ͬ رغم عل و دارد وجود فورسینگ ها بودن ℵ۱−c.c. اثبات برای متعددی راەهای که حالͬ در

هستند. پیچیده عموما که است دسترس در فورسینگ بودن سره اثبات برای ͷتکنی کمͬ تعداد سره، فورسینگ

آورده [۲۶] در شلاه که است معادل سازی قضیۀ از استفاده فورسینگ، بودن سره اثبات برای روش معمول ترین

اندازۀ به کاردینال ͷی θ هرگاه که ،Hθ شمارای مقدمات۱ͬ زیرساختارهای از استفاده با ،ͷتکنی این در او است.

فورسینگ بودن سره آن ها ͷکم به و کرده معرفͬ را ͷژنری شرط های است، ZFC از ساختاری باشد، بزرگ کافͬ

ͬ کند. م اثبات را

زیرساختارهای از متناهͬ ∋⁃زنجیری۳ آن، شرط هر که کرد معرفͬ [۲۹] در فورسینگͬ ۱۹۸۴ در تودورچویچ۲

این داد نشان او باشد. بزرگ کافͬ اندازۀ به و منتظم۴ کاردینالͬ کاردینالیتۀ از ساختاری شمارای و مقدماتͬ

آن ها بودن سره که فورسینگ ها برخͬ در جانبی۵ شرط عنوان به آن شرط های از ͬ توان م و است سره فورسینگ،

،ͷتکنی این از استفاده با حقیقت در داد. نشان را آن ها بودن سره و کرد استفاده ͬ شود، نم اثبات راحتͬ به را

وظیفۀ است. جانبی شرط و کارکن۶ بخش شامل مرتبی زوج آن شرط هر که ͬ شود م ساخته جدیدی فورسینگ

ͬ تواند م تنهایی به شرط ها، همین فقط شامل فورسینگͬ معمولا˟ و است ͷژنری شͬ زدن تقریب کارکن بخش

وجود بودن سره برای سادەای اثبات هرگز شرط ها، این با فورسینگ این برای اما کند. تعیین را ͷژنری شͬ همان

خاطر به جانبی شرط های ͬ شود. م مشخص جانبی شرط های اهمیت که است حالت این در داشت. نخواهد

و ͬ کنند م فراهم را بودن سره اثبات امͺان سادگͬ به است، شمارا مقدماتͬ زیرساختارهای دنبالەهای که ماهیتشان

بین ارتباط برقراری مهم، و تعیین کننده بسیار بخش ͬ دهند. م انجام نظر، مورد ͷژنری شͬ تغییر بدون را مهم این

پیچیدگͬ اما ͬ شود م سادەتر شرط ها ادغام۷ ارتباط، این و جانبی شرط های وجود دلیل به است. قسمت دو این

برای شانسͬ مثال، عنوان به و نیستند، متناهͬ مجموعەهای شامل شرط ها دیͽر، اکنون ͬ یابد. م افزایش شرط ها

روی بودن ͷژنری خاصیت ͬ توان م لازم شرط های برای حال عین در اما ͬ ماند. نم باقͬ بودن ℵ۱−c.c. اثبات
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ببینید. را [۳۰ ،۲۹ ،۱۷] بود. خواهد سره فورسینگ، بنابراین و کرد، اثبات را نظر مورد ساختارهای

معرفͬ تودورچویچ جانبی شروط با فورسینگ از تعمیمͬ [۲۰] در کوزلژویچ۱ و تودورچویچ ،۲۰۱۷ در

برای Hθ شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای قبل، مانند شرط، هر تشͺیل دهنده اجزای گرچه آن در که کردند

شروط ͬ شدند. نم گرفته نظر در متناهͬ دنبالەهای صورت به دیͽر شرط ها اما بودند، θ شده داده کاردینال

مقدماتͬ زیرساختار دو هیچ چون و باشند، یͺریخت مقدماتͬ زیرساختارهای شامل ͬ توانستند م فورسینگ این

بودن، صعودی از حالتͬ اما باشند. ∋⁃زنجیر ͬ توانند نم شرط ها باشند، دیͽری از عضوی ͬ توانند نم یͺریخت

تصور متناهͬ کامل) لزوماً ماتریس هایی(نه صورت به ͬ توان م را شرط ها این ͬ کند. م ایفا مهمͬ نقش همچنان

هر درایۀ هر و ͬ دهند م تشͺیل را ماتریس ردیف های یͺریخت، شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای آن، در که کرد

زیرساختارهای ماتریس های شامل فورسینگ باشد. بالاتر ردیف از درایەای به متعلق الزاماً باید پایینͬ، ردیف

ͬ کند. م حفظ را CH و است سره شمارا، مقدماتͬ

مستقل ،[۲۱] در میشل۴ و [۹] در فریدمن۳ جانبی،۲ شرط های وسیله به فورسینگ معرفͬ از پس سال بیست

گام ها اولین ͬ شد، م ω۲ در بی کران۵ بستۀ مجموعەهای الحاق به منجر که فورسینگ هایی معرفͬ با یͺدیͽر از

الحاق θ > ℵ۱ کاردینالیتۀ از ۷ͷژنری شͬ متناهͬ،۶ شرط های وسیلۀ به که برداشتند ͬͺتکنی از استفاده برای را

عنوان به شمارا مقدماتͬ زیرساختارهای از کاردینال، دو هر حفظ برای آن ها ͬ کند. م حفظ را θ و ℵ۱ و ͬ کند، م

از مجموعەهایی بلͺه صعودی، دنبالەهای صورت به نه جانبی شرط های این اما کردند استفاده جانبی شروط

بود. شده گرفته نظر در آن ها برای خواص برخͬ که بودند شمارا مقدماتͬ زیرساختارهای

بی کران بستۀ مجموعەهای الحاق در سعͬ که گرفت انجام تحقیقاتͬ مسیر ادامۀ در میشل، و فریدمن کارهای

مجموعۀ مفهوم دادند نشان [۳] در همͺاران۸ و باومͽارتنر ۱۹۷۶ در آن ها، از قبل داشتند. دلخواه کاردینال های در

پایای مجموعۀ کردند ثابت ،ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ الحاق با آن ها دقیق تر، بیان به نیست. مطلق مفهوم پایا

1B. Kuzeljevic
2Forcing With Side Conditions
3Sy-David Friedman
4William J. Mitchell
5Closed Unbounded Set
6Finite Conditions
7Generic Object
8Baumgartner, Harrington, and Kleinberg

۶



شلاه و آبراهام۲ همچنین، باشد. ناپایا۱ ͬ کند، م حفظ را ℵ۱ ویژه به که ͷژنری گسترش در ͬ تواند م S ⊆ ω۱

،κ از کمتر کاردینالیتۀ از شرط هایی با که کردند معرفͬ فورسینگͬ مفهوم κ دلخواه کاردینال هر برای [۱] در

کند. الحاق κ از کمتر کاردینالیتۀ از جدیدی مجموعۀ اینکه بدون ͬ کرد، م الحاق κ در بی کران بستۀ مجموعەهای

کاملا ͬͺتکنی و کند سادەتر را فریدمن و میشل جانبی شرط های توانست [۲۳] در نیمن ،۲۰۱۴ در سرانجام

مقدماتͬ زیرساختارهای شامل فقط دیͽر که دهد ارائه متناهͬ شرط های با ω۲ روی فورسینگ برای کاربردی

شمارا نوع دو از مقدماتͬ زیرساختارهای از متناهͬ و صعودی دنبالەای نیمن، فورسینگ شرط هر نبودند. شمارا

شرایطͬ کردن فراهم با شرط ها این ͬ کند. م برآورده را ZFC از کافͬ اندازۀ به که هستند، K ساختار متعدی و

تبدیل ͷژنری گسترش در که بزرگتر، کاردینالͬ و ℵ۱ ͬ توانند م کاردینال، دو برای فورسینگ بودن سره اثبات برای

از قبل که کنند، ارائه (PFA) سره۳ فورسینگ اصل سازگاری برای اثباتͬ همچنین و کنند، حفظ را ͬ شود م ℵ۲ به

بود. شده انجام شمارا حمایت با شرط هایی وسیلۀ به شلاه توسط آن

به ۲−۲ بخش در سپس و ͬ آوریم، م ۱−۲ بخش در را لازم مقدماتͬ تعاریف و قضایا ابتدا ،۲ فصل در

برخͬ همچنین بخش همین در ͬ پردازیم. م آن به مربوط کاربردی و مهم لم های و قضایا بعضͬ و فورسینگ معرفͬ

فورسینگ دو بررسͬ با را بخش آخر، در ͬ کنیم. م بررسͬ و یادآوری نیز را فورسینگ مفاهیم ͬ تر عموم خواص

،۳−۲ بخش در شد. خواهد استفاده ۳ فصل در فورسینگ، دو این از ͬ بریم. م پایان به آن ها خواص و شده شناخته

شرط های از استفاده با آن ها شده شناخته معادل سازی و شده آورده سره۴، قوی طور به و سره فورسینگ تعریف

به بخش، این لم های و قضایا تعاریف، ͬ گیرد. م قرار دقیق بررسͬ مورد مقدماتͬ، زیرساختارهای برای ͷژنری

تودورچویچ فورسینگ دو ،۴−۲ بخش در آخر، در ͬ گیرد. م قرار ارجاع و استفاده مورد ۴ و ۳ فصل در دفعات

و قضایا ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد آن ها خواص و شده معرفͬ شمارا مقدماتͬ زیرساختارهای شامل شرط های با

هستند. حیاتͬ بعدی، فصل های برای بخش، این در شده مطرح لم های

حالت در ،۵ͷگیتی از زیر سوال به مقدماتͬ، زیرساختارهای ͷکم به فورسینگ از استفاده با ما ،۳ فصل در

ͬ دهیم. م پاسخ κ = ℵ۲ خاص

1Nonstationary
2U. Abraham
3Proper Forcing Axiom
4Strongly Proper
5Moti Gitik
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دارد وجود فورسینگͬ آیا است. نامتناهͬ کاردینال ͷی κ و برقرار GCH ،V زمینۀ۱ ساختار در کنید فرض

κ کاردینالیتۀ از A ⊆ κ مجموعۀ ،V [G] ͷژنری گسترش در و کند، حفظ را GCH و کاردینال ها که طوری به

و x ∩ A مجموعەهای ،x ∈ P(κ) ∩ V نامتناهͬ شمارای مجموعۀ هر برای که طوری به باشد داشته وجود

باشند؟ ناتهͬ x \ A

اجبار را A مجموعۀ وجود که طوری به دارد وجود فورسینگͬ نامتناهͬ، کاردینال هر برای ͬ دانیم م واقع در

شرط های از استفاده با ،۳ فصل در ͬ کند. نم حفظ را پیوستار فرضیۀ فورسینگ این ،κ ≥ ℵ۲ برای اما ͬ کند. م

همچنین ͬ دهد. م پاسخ κ = ℵ۲ برای ͷگیتی سوال به که ͬ کنیم م معرفͬ فورسینگͬ تودورچویچ، ماتریسͬ جانبی

حفط نیز را کاردینال ها همۀ لذا است، ℵ۲−c.c. و سره قوی طور به شده، معرفͬ فورسینگ ͬ دهیم م نشان

هر یعنͬ است؛ ۲ͷفراژنری مجموعۀ ،۱−۳−۳ در شده معرفͬ فورسینگ توسط شده الحاق A مجموعۀ ͬ کند. م

است. ۳ͷژنری کوهن زمینه، ساختار روی ω۲ \ A یا A از نامتناهͬ شمارای زیرمجموعۀ

الحاق برای [۱] در آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ شمارا، مقدماتͬ زیرساختارهای از استفاده با ،۴ فصل در

تقویت ͷی α < ω۱ هر برای شلاه ͬ کند. م حفظ را ℵ۱ که ͬ کنیم م معرفͬ ،ω۱ در بی کران بستۀ مجموعەهای

بررسͬ و بحث به ۲−۴ بخش در است. شده شناخته α⁃سره۴ عنوان با که است کرده معرفͬ بودن سره از فنͬ

با و نیمن ͷتکنی از الهام با ۳−۴ بخش در ͬ کنیم. م یادآوری را آن برای لازم تعاریف و ͬ پردازیم م مفهوم این

ͬ کنیم م معرفͬ ،ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای الحاق برای آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ متناهͬ، شرط های

α تجزیەناپذیر۵ اردینال هر برای است داده نشان همچنین شلاه نیست. ω⁃سره و است سره قوی طور به که

تجزیەناپذیر اردینال هر برای بخش۴−۴ در نیست. α⁃سره و است >⁃سره α که طوری به دارد وجود فورسینگͬ

ω۱ به آبراهام بی کران بستۀ مجموعەهای که ͬ کنیم م معرفͬ را ۳−۴ بخش فورسینگ از P[α] تعمیم ،α < ω۱

نیست. α⁃سره و است >⁃سره α ͬ کند، م الحاق

1Ground Model
2Highly Generic
3Cohen Generic
4α-proper
5Indecomposable Ordinal
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دوم: فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف



 ͬ مقدمات زیرساختارهای ۱−۲

موضوعۀ اصول با مجموعەها موضوعͬ اصل نظریۀ ͬ کنیم؛ م استفاده ZFC ساختار های از رساله این در

پیوستار فرضیۀ مانند دیͽر اصولͬ افزودن صورت در .[۷ .۰ بخش ،۱۹] انتخاب اصل همراه به تسرملو⁃فرانکل۱

که است این پایه فرض و ،L∈ = {∈} نظریه این زبان شد. خواهد ذکر حتماً تعمیم یافته، پیوستار فرضیۀ یا

.[۶ .۲ .۳ قضیه ،۲۴] دارد ساختاری۴ گودل۳، تمامیت۲ قضیه استناد به بنابراین است. سازگار نظریه

،L∈ زبان در ∈ عضویت دوتایی رابطۀ همراه به V دامنۀ از متشͺل ⟨V,∈⟩ هرگاه گوییم، ساختار را V

مثال عنوان به شد. خواهد ذکر حتماً صورت این غیر در ͬ کند. م برآورده را ZFC عضویت، واقعͬ رابطۀ یعنͬ

مجموعۀ اصل جز به ZFC موضوعۀ اصول تمام که است ساختاری M که است معنͬ این به M |= ZFC− P

فرضیۀ همراه به ZFC ساختار M که است معنͬ این به M |= ZFC +GCH ͬ کند؛ یا م برآورده را توان۵ͬ

نظر در ⊴ خوش ترتیبی۶ ͷی ساختار، روی بر داریم نیاز موارد از بسیاری در همچنین است. تعمیم یافته پیوستار

است. بدیهͬ انتخاب، اصل وجود دلیل به خوش ترتیبی این وجود شود. گرفته

تابع که است این هستند“ یͺریخت۷ N و M” از منظور باشند. ساختار دو N و M کنید فرض .۱ قرارداد

x, y ∈M هر برای که طوری به دارد، وجود ψ : M −→ N دوسویی

x ∈ y ⇐⇒ ψ(x) ∈ ψ(y).

صورت به و ͬ کند م حفظ را ساختار که است مدل۸ نظریۀ منظر از یͺریختͬ همان یͺریختͬ، از منظور واقع در

⟨M,∈, . . . ⟩ ∼= ⟨N,∈, . . . ⟩
1Zermlo-Frankel
2Completeness Theorem
3Kurt F. Gödel
4Structure
5Axiom of powerset
6well-ordering
7Isomorphic
8Model Theory
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منحصر نگاشت و ͬ شود م داده نمایش M ∼= N صورت به ساختار، دو یͺریختͬ معمولا˟ ͬ شود. م داده نمایش

ͬ کنیم. م مشخص φM,N : M
≃−→ N یا ψM,N : M

≃−→ N صورت به را یͺریختͬ این بر گواه فرد به

ساختار M ساختار هر برای ͬ دهد م نتیجه [۱۵ .۶ قضیه ،۱۴] ۱ͬͺمستوفس فروریزی قضیۀ .۱−۱−۲ ملاحظه

ψM : M
≃−→ M̄ صورت به را یͺریختͬ این بر گواه فرد به منحصر نگاشت دارد. وجود M̄ فرد به منحصر متعدی

ͬ دهیم. م نمایش φM : M
≃−→ M̄ یا

گوییم باشد. ساختار ⟨V,∈,⊴, . . . ⟩ کنید فرض [۲ .۱۲ تعریف ،۱۶] .۲−۱−۲ تعریف

⟨M,∈,⊴↾M ۲, . . . ⟩

a۱, . . . , an ∈M هر و x۱, . . . , xn متغیرهای φبا فرمول هر برای Mو ⊆ V هرگاه است، V مقدماتͬ زیرساختار

باشیم: داشته

V |= φ(a۱, . . . , an) ⇐⇒ M |= φ(a۱, . . . , an).

⊴ قبل، صورت همان به را آن جا همه که است M روی شده القا ترتیبی خوش ⊴↾M ۲ صورت این در

ͬ دهیم. م نمایش

ͬ دهیم. م نشان M ≺ V صورت به را است V مقدماتͬ زیرساختار M .۱ نمادگذاری

نامتناهͬ کاردینال |L| ≤ β ≤ θ و L زبان در θ کاردینالیتۀ با ساختاری V اگر [۶ .۱۲ قضیه ،۱۶] .۳−۱−۲ لم

آن گاه ،|x| ≤ β اگر x ⊆ V مجموعۀ هر برای علاوه به دارد. β کاردینالیتۀ با مقدماتͬ زیرساختار V آن گاه باشد،

است. x شامل که دارد β کاردینالیتۀ با مقدماتͬ زیرساختار V

1Mostowski’s Collapsing Theorem
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دارد. وجود y ⊇ x متعدی مجموعۀ x مجموعۀ هر برای [۱ .۶ لم ،۱۴] .۴−۱−۲ لم

ͬ کنیم: م تعریف استقرا با اثبات.

x۰ = x ●

xn+۱ = ∪xn ●

y =
∞⋃
n=۰

xn ●

■ است. x شامل و متعدی y مجموعۀ صورت این در

لم برهان در شده تعریف y مجموعۀ لذا است، برقرار z متعدی مجموعۀ هر برای ∪z ⊆ z رابطۀ چون

ͬ نامیم: م x مجموعۀ متعدی۱ بستار را مجموعەای چنین است. x شامل متعدی مجموعۀ کوچͺترین ،۴−۱−۲

TC(x) = ∩{y : است متعدی y و y ⊇ x}.

بستار کاردینالیتۀ که است مجموعەهایی تمام مجموعۀ Hθنشان دهندۀ ،θ منتظم کاردینال هر برای نمادگذاری۲.

باشد: θ از کمتر آن ها متعدی

Hθ = {x : |TC(x)| < θ}.

است. ZFC− P ساختار Hθ آن گاه باشد، منتظم ناشمارای کاردینال θ اگر [۵ .۶ .۴ قضیه ،۱۸] .۵−۱−۲ لم

است. ZFC ساختار Hθ آن گاه باشد، دسترس۲ غیرقابل کاردینال θ اگر [۶ .۶ .۴ قضیه ،۱۸] .۶−۱−۲ لم

[x]κ با را {y ⊆ x : |y| = κ} مجموعۀ است. کاردینال κ ≤ |x| و مجموعه x کنید فرض .۳ نمادگذاری

ͬ دهیم. م نمایش

،κ ≤ θ کاردینال های برای .۴ نمادگذاری

Eκ,θ = {M ∈ [Hθ]
κ :M ≺ Hθ}.

1Transitive Closure
2Inaccessible Cardinal
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و ،f ′′x با را {f(a) : a ∈ x} مجموعۀ x ⊆ dom(f) هر برای باشد. تابع f کنید فرض .۲ قرارداد

ͬ دهیم. م نمایش ran(f) با را f ′′dom(f)

اگر باشد. نامتناهͬ شمارای یا متناهͬ مجموعۀ x و ℵ۰ کاردینالیتۀ از ساختاری M کنید فرض .۷−۱−۲ لم

.x ⊆M آن گاه ،x ∈M

است M در دوسویی ،f : ω → x گیریم .ω ∪ {ω} ⊆ M پس است، ZFC ساختار M چون اثبات.

بنابراین .f(n) ∈ M ،n ∈ ω هر برای ،ω ⊆ M که آنجا از است. نامتناهͬ شمارای x ͬ دهد م نشان که

اثبات است متناهͬ x ͬ دهد م نشان که M در دوسویی ،f : n → x برای ترتیب همین به .x = f ′′ω ⊆ M

■ ͬ شود. م

نمایش δ′M با را sup(M ∩ ω۲) و δM با را M ∩ ω۱ شمارای اردینال ،M ∈ Eℵ۰,θ هر برای .۵ نمادگذاری

ͬ دهیم. م

C ⊆ [A]θ مجموعۀ است. کاردینال θ ≤ |A| و Aمجموعه کنید فرض تعریف۸. ۲۱] ،۱۴] تعریف۸−۱−۲.

هرگاه: گوییم [A]θ در بی کران بستۀ را

و ،x ⊆ y که طوری به باشد داشته وجود y ∈ C ،x ∈ [A]θ هر برای .۱

.
⋃
ξ<α

xξ ∈ C ،C اعضای از ⟨xξ : ξ < α < θ⟩ ⊇⁃صعودی۱ دنبالۀ هر برای .۲

.C ∩ S ̸= ∅ ،C ⊆ [A]θ بی کران بستۀ زیرمجموعۀ هر برای هرگاه گوییم، پایا را S ⊆ [A]θ مجموعۀ

است. منتظم ناشمارای کاردینال κ گیریم [۱ .۸ تعریف ،۱۴] .۹−۱−۲ تعریف

خودش حدی نقاط شامل و بی کران κ در هرگاه است، κ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ C ⊆ κ مجموعۀ

باشد.

کند. قطع را κ بی کران بستۀ زیرمجموعەهای همۀ هرگاه است، پایا S ⊆ κ مجموعۀ

1⊆-increasing
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فورسینگ ۲−۲

هرگاه: گوییم فورسینگ مفهوم را ⟨P,≤P, 1P⟩ سەتایی [۱ .۲ .۷ تعریف ،۱۸] .۱−۲−۲ تعریف

و باشد P روی جزئ۱ͬ ترتیب ≤P .۱

.p ≤P 1P ،p ∈ P هر برای .۲

ͬ کنیم. م حذف نیز را 1 و ≤ به مربوط زیرنویس های و ͬ بریم م نام فورسینگ عنوان به P از معمولا˟

است. q از گسترشͬ q ͬ گوییم م ،q ≤ p و p, q ∈ P هرگاه ͬ شود. م نامیده شرط P عنصر هر .۳ قرارداد

گسترش هرگاه ،(p ∥ q) هستند سازگار۲ q و p گوییم .p, q ∈ P و باشد فورسینگ P کنید فرض .۴ قرارداد

باشند. نداشته مشترک گسترش هرگاه ،(p ⊥ q) هستند ناسازگار۴ و باشند، داشته مشترک۳

ساختار را V دارد. تعلق آن به P فورسینگ که طوری به دارد وجود V ساختار ͬ کنیم م فرض همواره .۵ قرارداد

ͬ نامیم. م زمینه۵

است. فورسینگ P گیریم [۳ .۱ .۱ تعریف ،۲۶] .۲−۲−۲ تعریف

.r ≤ p که طوری به باشد داشته وجود r ∈ D ،p ∈ P هر برای هرگاه گوییم، چͽال را D ⊆ P

.s ∈ D آن گاه ،s ≤ r اگر r ∈ D هر برای و باشد چͽال D هرگاه گوییم، باز چͽال را D ⊆ P

هرگاه گوییم، پیش چͽال۶ را D ⊆ P است. فورسینگ P گیریم [۱۵ .۱ .۱ تعریف ،۲۶] .۳−۲−۲ تعریف

باشند. سازگار r و p که طوری به باشد داشته وجود r ∈ D ،p ∈ P هر برای

دو هر هرگاه گوییم، پادزنجیر را A ⊆ P است. فورسینگ P گیریم [۲ .۲ .۲ تعریف ،۱۸] .۴−۲−۲ تعریف

باشند. ناسازگار A متمایز عضو
1Partial Order
2Compatible
3Common Extension
4Incompatible
5Ground Model
6Pre-dense
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.p ∈ P و D,A ⊆ P ، است فورسینگ P گیریم [۱۵ .۱ .۱ تعریف ،۲۶] .۵−۲−۲ تعریف

طوری به باشد داشته وجود r ∈ D آن گاه ،q ≤ p اگر q ∈ P هر برای هرگاه است، چͽال p زیر D گوییم

.r ≤ q که

طوری به باشد داشته وجود r ∈ D آن گاه ،q ≤ p اگر q ∈ P هر برای هرگاه است، پیش چͽال p زیر D

باشند. سازگار q و r که

.q ⊥ r آن گاه ،q, r ≤ p اگر q, r ∈ A هر برای هرگاه است، پادزنجیر p زیر A

هرگاه: گوییم، فیلتر را G ⊆ P باشد. فورسینگ P کنید فرض [۱ .۱۴ تعریف ،۱۴] .۶−۲−۲ تعریف

،∀p, q ∈ G ∃r ∈ G ((r ≤ p) ∧ (r ≤ q)) .۱

.∀p, q ∈ P (((p ∈ G) ∧ (p ≤ q)) =⇒ q ∈ G) .۲

روی ͷژنری⁃P فیلتر را G ⊆ P باشد. فورسینگ P ∈ V کنید فرض [۱ .۱۴ تعریف ،۱۴] .۷−۲−۲ تعریف

هرگاه: گوییم، V

و باشد فیلتر G .۱

.G ∩D ̸= ∅ آن گاه ،D ∈ V اگر است باز چͽال که D ⊆ P هر برای .۲

ͬ گوییم. م ͷژنری فیلتر را G باشد، نداشته وجود ابهامͬ که صورتͬ در

معادلند. زیر موارد باشد. فیلتر G ⊆ P و فورسینگ P ∈ V کنید فرض .۸−۲−۲ لم

است. ͷژنری فیلتر G .۱

باشد. چͽال D ⊆ P که D ∈ V هر برای ،G ∩D ̸= ∅ .۲

باشد. ماکسیمال پادزنجیر A ⊆ P که A ∈ V هر برای ،G ∩ A ̸= ∅ .۳

کنید فرض باشد. P چͽال زیرمجموعۀ ،D ∈ V کنید فرض .(۱ → ۲) اثبات.

E = {q ∈ P : ∃p ∈ D(q ≤ p)}.
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.G ∩ E ̸= ∅ پس است، ͷژنری فیلتر G چون است. تعریف پذیر V در و P باز چͽال زیرمجموعۀ E

G و q ∈ G چون .q ≤ p که طوری به دارد وجود p ∈ D بنابراین ،q ∈ E چون .q ∈ G ∩E گیریم

.p ∈ G ∩D بنابراین .p ∈ G پس است، فیلتر

کنید فرض است. P در ماکسیمال پادزنجیر A ∈ V کنید فرض .(۲ → ۳)

D = {q ∈ P : ∃p ∈ A(q ≤ p)}.

گیریم .G ∩ D ̸= ∅ پس ،D ∈ V چون است. چͽال D پس است، ماکسیمال پادزنجیر A چون

.p ∈ G پس ،q ∈ G چون .q ≤ p که طوری به دارد وجود p ∈ A لذا ،q ∈ D چون .q ∈ D ∩ G

.p ∈ G ∩ A بنابراین

ماکسیمال پادزنجیر A ⊆ D گیریم باشد. P باز چͽال زیرمجموعۀ D ∈ V کنید فرض .(۳ → ۱)

.G∩D ̸= ∅ پس ،A ⊆ D چون و ،G∩A ̸= ∅ آن گاه باشد، ماکسیمال پادزنجیر A ⊆ P اگر است.

r ∈ P \ D صورت، این غیر در است. ماکسیمال پادزنجیر A ⊆ P دهیم نشان است کافͬ بنابراین

دارد وجود s ∈ D پس است، چͽال D چون است. ناسازگار A اعضای همه با که طوری به دارد وجود

با که طوری به دارد وجود t ∈ A پس است، ماکسیمال پادزنجیر ،A ⊆ D چون .s ≤ r که طوری به

■ است. تناقض در فرض با که هستند سازگار r و t بنابراین است. سازگار s

برقرارند: زیر موارد ،p ∈ G و باشد ͷژنری فیلتر G هرگاه باشد. فورسینگ P ∈ V کنید فرض .۹−۲−۲ لم

G؛ ∩D ̸= ∅ آن گاه باشد، چͽال p زیر D ∈ PV (P) اگر .۱

.G ∩D ̸= ∅ آن گاه باشد، پیش چͽال p زیر D ∈ PV (P) اگر .۲

گیریم شدەاند. داده p ∈ G و D کنید فرض .۱ اثبات.

E = D ∪ {q ∈ P : q ⊥ p}.

کنید فرض .G ∩ E ̸= ∅ ،۸−۲−۲ لم طبق بنابراین است. تعریف پذیر V در و چͽال E ⊆ P

.G ∩D ̸= ∅ بنابراین .q ∈ D پس هستند، سازگار G عضو دو هر چون صورت این در .q ∈ G ∩E
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گیریم شدەاند. داده p ∈ G و D کنید فرض .۲

E = {r ∈ P : ∃q ∈ D(r ≤ q)}.

.r ∈ G ∩ E گیریم .G ∩ E ̸= ∅ لم، همین (۱) قسمت طبق بنابراین است. چͽال p زیر و E ∈ V

بنابراین .q ∈ G پس ،r ∈ G چون .r ≤ q که طوری به دارد وجود q ∈ D پس ،r ∈ E چون

■ .G ∩D ̸= ∅

x˜ هرگاه گوییم، P⁃ترم را x˜ است. فورسینگ P کنید فرض [۵ .۲ .۷ تعریف ،۱۸] .۱۰−۲−۲ تعریف

است. P⁃ترم y˜ و p ∈ P آن در که باشد ⟨y˜, p⟩ مرتب های زوج از مجموعەای

ͬ دهیم. م نمایش V P با را V ساختار P⁃ترم های همۀ کلاس

هر برای است. ͷژنری فیلتر G ⊆ P و فورسینگ P کنید فرض [۷ .۲ .۷ تعریف ،۱۸] .۱۱−۲−۲ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را G با x˜ تعبیر ،x˜ P⁃ترم

x˜[G] = {y˜[G] : ⟨y˜, p⟩ ∈ x˜ و p ∈ G}.

گسترش است. ͷژنری Gفیلتر ⊆ P و فورسینگ P ∈ V کنید فرض [۸ .۲ .۷ تعریف ،۱۸] تعریف۱۲−۲−۲.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را V ͷژنری

V [G] = {x˜[G] : x˜ ∈ V P}.

زبان جملات و فورسینگ شرط های بین رابطەای که ،(⊩) فورسینگ رابطۀ معرفͬ به ۱۳−۲−۲ تعریف در

برآورده رابطۀ از تعمیمͬ ͬ شود م تعریف V زمینۀ ساختار در که فورسینگ، رابطۀ ͬ پردازیم. م است فورسینگ

برای حقیقت در ͬ دهد. م کاهش زمینه ساختار در درستͬ به را ͷژنری گسترش در درستͬ و است (|=) کردن

ͬ کنیم. م رجوع زمینه ساختار در آن ها P⁃ترم به ،ͷژنری گسترش اعضای به ارجاع
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فرمولͬ φ(v۱, . . . , vn) و x˜۱, . . . , x˜n
∈ V P ،p ∈ P کنید فرض [۱۳ .۱ .۱ تعریف ،۲۶] تعریف۱۳−۲−۲.

ͬ کنیم: م تعریف است. v۱, . . . , vn بین در آزاد متغیرهای با

p ⊩P φ(x˜۱, . . . , x˜n
)

،p ∈ G اگر V P⁃ژنریGͷروی فیلتر هر برای هرگاه است)، راست φ(x˜۱, . . . , x˜n
) ͬ کند م اجبار p ͬ گوییم (م

آن گاه

V [G] |= φ(x˜۱[G], . . . , x˜n
[G]).

ͬ کنیم. م حذف را ⊩ روی زیرنویس نیاید، پیش ابهامͬ که صورتͬ در

صورت این در باشد. فرمول φ و p ∈ P فورسینگ، P کنید فرض [۷ .۱۴ قضیه ،۱۴] .۱۴−۲−۲ لم

.∀q ≤ p(q ⊩ φ) اگر تنها و اگر p ⊩ φ .۱

.¬∃q ≤ p(q ⊩ φ) اگر تنها و اگر p ⊩ ¬φ .۲

،p ∈ P هر ازای به اگر تنها و اگر 1P ⊩ φ است. فرمول φ و فورسینگ P کنید فرض .۱۵−۲−۲ نتیجه

.P ⊩ φ ͬ گوییم م صورت این در .p ⊩ φ

است. فرمول φ(v۱, . . . , vn) و x˜۱, . . . , x˜n
∈ V P کنید فرض [۶ .۱۴ قضیه ،۱۴] (درستͬ). ۱۶−۲−۲ لم

صورت این در

(∃p ∈ G)p ⊩P φ(x˜۱, . . . , x˜n
) اگر تنها و اگر V [G] |= φ(x˜۱[G], . . . , x˜n

[G])

گیریم باشد. فورسینگ P ∈ V کنید فرض .۶ قرارداد

.x̌ = {⟨y̌, ۱⟩ : y ∈ x} ،x ∈ V هر برای ●

.Ġ = {⟨p̌, p⟩ : p ∈ P} ●

،H ͷژنری فیلتر هر برای و هستند P⁃ترم Ġ و x̌ آن گاه ،x ∈ V و باشد فورسینگ P ∈ V اگر .۱۷−۲−۲ لم

.Ġ[H] = H و x̌[H] = x
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P⁃ترم Ġ و x̌ لذا است، فورسینگ شرط ͷی و P⁃ترم ͷی شامل مرتبی زوج Ġ و x̌ عضو هر که آنجا از اثبات.

بنابراین .y̌[H] = y ،y ∈ x هر برای کنید فرض اکنون .∅̌[H] = ∅ پس ،∅̌ = ∅ چون هستند.

x̌[H] = {y̌[H] : ⟨y̌, ۱⟩ ∈ x̌} = {y : y ∈ x} = x.

اثبات، اول قسمت به توجه با

Ġ[H] = {p̌[H] : (⟨p̌, p⟩ ∈ Ġ) ∧ (p ∈ H)} = {p : p ∈ H} = H.

■

گسترش ،V روی G ͷژنری فیلتر هر برای باشد. فورسینگ P کنید فرض [۵ .۱۴ قضیه ،۱۴] .۱۸−۲−۲ قضیه

ͬ کند. م صدق زیر شرایط در که است ساختاری کوچͺترین ،V [G] ͷژنری

V؛ [G] |= ZFC .۱

V؛ ∪ {G} ⊆ V [G] .۲

.V [G] ∩ON = V ∩ON .۳

نیز ۳ فصل در بیشتر، جزییات نمایش بر علاوه که آوردەایم فورسینگ روش کاربرد برای مثال دو ادامه، در

شد. خواهند استفاده

است؟ سازگار پیوستار فرضیۀ نقیض با ZFC آیا [۷] .۱۹−۲−۲ سوال

ͬ سازد م مجموعەها نظریۀ از ساختاری فورسینگ، روش از استفاده با سوال، این به مثبت پاسخ برای کوهن

.V [G] |= ۲ℵ۰ ≥ ℵ۲ ͬ کند م اثبات کوهن واقع در است. ℵ۱ از بیشتر حقیقͬ اعداد تعداد آن در که
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کنید فرض

Add(ℵ۰,ℵ۲) = {p : ω × ω۲ → ۲ : |p| < ℵ۰}

ω × ω۲ متناهͬ زیرمجموعۀ آن ها دامنۀ که است توابعͬ یعنͬ ،۲ توی به ω × ω۲ از جزئ۱ͬ توابع همۀ مجموعۀ

کند. جابجایی را زیر نمودار که تابعͬ باشد؛ {۰, ۱} آن ها برد و 

p

dom(p)

ω × ω۲ ۲

|dom(p)| < ℵ۰

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Add(ℵ۰,ℵ۲) روی ترتیب

q ≤ p ⇐⇒ p ⊆ q

باشد: جابجایی زیر نمودار هرگاه ،q ≤ p واقع در

p q

dom(p) dom(q)

۲

⊆

باشد. ͷژنری فیلتر G ⊆ Add(ℵ۰,ℵ۲) کنید فرض است. فورسینگ ⟨Add(ℵ۰,ℵ۲),≤, ∅⟩ صورت این در

.G /∈ V .۲۰−۲−۲ لم

ͬ دهیم م نشان اکنون .Add(ℵ۰,ℵ۲) \ G ∈ V بنابراین و G ∈ V ͬ کنیم م فرض خلف، برهان با اثبات.

و p ≤ p چون آن گاه ،p /∈ G اگر باشد. دلخواه شرط p کنید فرض است. باز چͽال Add(ℵ۰,ℵ۲) \ G

است، متناهͬ dom(p) چون .p ∈ G کنیم فرض است. برقرار حͺم پس ،p ∈ Add(ℵ۰,ℵ۲) \ G همچنین

ͬ کنیم: م تعریف .a /∈ dom(p) که طوری به دارد وجود a ∈ ω × ω۲ بنابراین

.r = p ∪ {⟨a, ۱⟩} و q = p ∪ {⟨a, ۰⟩}
1Partial Function
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حداقل پس است، Gفیلتر که آنجا از ناسازگارند. هم با و ͬ دهند م گسترش را p که هستند فورسینگ شرط دو r و q

گسترش هر آن گاه ،p ∈ Add(ℵ۰,ℵ۲)\G اگر همچنین باشد. Add(ℵ۰,ℵ۲)\G در باید شرط دو این از ͬͺی

تناقض که p ∈ G ،G بودن فیلتر به بنا صورت این غیر در زیرا بود. خواهد Add(ℵ۰,ℵ۲) \G در الزاماً نیز p

G∩ (Add(ℵ۰,ℵ۲)\G) ̸= ∅ لذا است، ͷژنری G چون و است باز چͽال Add(ℵ۰,ℵ۲)\G بنابراین است.

■ است. تناقض که

به دارد وجود r و q شرط دو p شرط هر برای آن ها در که Add(ℵ۰,ℵ۲) مانند فورسینگ هایی به .۷ قرارداد

ͬ گوییم. م اتم۱ بدون فورسینگ ،q ⊥ r و q, r ≤ p که طوری

.G /∈ V آن گاه باشد، ͷژنری G ⊆ P و اتم بدون فورسینگ P اگر [۴ .۲ .۷ لم ،۱۸] .۲۱−۲−۲ لم

است. V [G] در تابع F = ∪G : ω × ω۲ −→ ۲ .۲۲−۲−۲ لم

چون ،F (x۱) ̸= F (x۲) چنانچه .x۱ = x۲ کنید فرض است. خوش تعریف F ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

که طوری به باشند داشته وجود p۱, p۲ ∈ G باید بنابراین است، شده گرفته نظر در تابع فورسینگ، شرط هر

کنید فرض .x ∈ ω × ω۲ کنید فرض اکنون ͬ باشد. م فیلتر G زیرا ندارد، امͺان این .p۱(x۱) ̸= p۲(x۲)

Dx = {q ∈ Add(ℵ۰,ℵ۲) : x ∈ dom(q)}.

بنابراین .x ∈ dom(q) که طوری به دارد وجود q ∈ G لذا .G ∩ Dx ̸= ∅ بنابراین است، باز چͽال Dx

■ .x ∈ dom(F )

.fα(n) = F (n, α) ،n ∈ ω هر برای که طوری به fα : ω → ۲ ͬ کنیم م تعریف ،α ∈ ω۲ هر برای اکنون

.fα ̸= fβ آن گاه ،α ̸= β اگر .۲۳−۲−۲ لم

کنید فرض اثبات.

Dα,β = {q ∈ Add(ℵ۰,ℵ۲) : ∃n ∈ ω((⟨n, α⟩, ⟨n, β⟩ ∈ dom(q)) ∧ (q(⟨n, α⟩) ̸= q(⟨n, β⟩)))}.

.F (⟨n, α⟩) ̸= F (⟨n, β⟩) که طوری به دارد وجود n ∈ ω لذا .G∩Dα,β ̸= ∅ بنابراین است، باز Dα,βچͽال

■ .fα ̸= fβ لذا
1Atomless

۲۱



.fα /∈ V ،α ∈ ω۲ هر برای .۲۴−۲−۲ لم

مجموعۀ ،V در g : ω −→ ۲ تابع برای اثبات.

Dg = {q ∈ Add(ℵ۰,ℵ۲) : ∃n ∈ ω(q(⟨n, α⟩) ̸= g(n))}

■ .fα(n) ̸= g(n) که طوری به دارد وجود n ∈ ω ،۲۳−۲−۲ لم مانند بنابراین است. باز چͽال

در که داد خواهند نشان ۲۷−۲−۲ و ۲۶−۲−۲ لم های داریم. جدید حقیقͬ عدد ℵV
۲ ،V [G] در بنابراین

نیست. برقرار پیوستار فرضیۀ V [G] در ͬ کند م تایید که ،V [G] |= ۲ℵ۰ ≥ ℵ۲ بنابراین .ℵV
۲ = ℵV [G]

۲ واقع

است، κ−c.c. یا ͬ کند م صدق κ⁃زنجیر۱ شرط در P فورسینگ گوییم [۲ .۱۵ تعریف ،۱۴] تعریف۲۵−۲−۲.

ͬ گوییم. م نیز شمارا) زنجیر (شرط c.c.c. را ℵ۱−c.c. باشد. κ از کمتر کاردینالیتۀ از P در پادزنجیر هر هرگاه

را κ⁃زنجیر شرط P فورسینگ اگر باشد. منتظم کاردینال κ کنید فرض [۳ .۱۵ قضیه ،۱۴] .۲۶−۲−۲ لم

ͬ ماند. م باقͬ P توسط ͷژنری گسترش در منتظم کاردینال همچنان κ آن گاه کند، برآورده

است. ℵ۱−c.c. ،Add(ℵ۰,ℵ۲) [۳۵ .۱۴ لم ،۱۴] .۲۷−۲−۲ لم

آن گاه ،cof(κ) > ω اگر κ کاردینال هر برای [(۱ .۱۵) ،۱۴] .۲۸−۲−۲ ملاحظه

Add(ℵ۰, κ) = {p : ω × κ→ ۲ : |p| < ℵ۰}

ͷژنری گسترش در که است فورسینگͬ عکس۲، شمول ترتیب با ،۲ توی به ω × κ از جزئͬ توابع همۀ مجموعۀ

دارد. وجود حقیقͬ عدد κ حداقل آن

ͬ گوییم. م ͷژنری کوهن حقیقͬ اعداد ͬ شوند، م الحاق بالا، صورت به که ،ω زیرمجموعەهای به .۸ قرارداد

وجود κ کاردینالیتۀ از ،A ⊆ κ مجموعۀ آیا باشد. نامتناهͬ کاردینال κ کنید فرض [۱۲] .۲۹−۲−۲ سوال

باشند؟ ناتهͬ (κ \ A) ∩ x و A ∩ x ،x ∈ P(κ) ∩ V نامتناهͬ شمارای مجموعۀ هر برای که طوری به دارد
1Chain Condition
2Reverse Inclusion
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فورسینگ

Pκ = {p : κ→ ۲ : |p| < ℵ۰}

آن ها برد و  κ متناهͬ زیرمجموعۀ آن ها دامنۀ که است توابعͬ یعنͬ ،۲ توی به κ از جزئͬ توابع همۀ مجموعۀ

کند. جابجایی را زیر نمودار که تابعͬ باشد؛ {۰, ۱}

p

dom(p)

κ ۲

|dom(p)| < ℵ۰

ͷژنری فیلتر G اگر بود. خواهد تهͬ تابع 1Pκ صورت، این در بͽیرید. نظر در عکس شمول را Pκ روی ترتیب

زیر صورت به را A مجموعۀ است. V [G] \ V در تابع ∪G : κ −→ ۲ ،۱۹−۲−۲ سوال برهان همانند باشد،

ͬ کنیم: م تعریف

A = {α ∈ κ : ∪G(α) = ۱}.

مجموعۀ باشد. V در κ نامتناهͬ شمارای زیرمجموعۀ x کنید فرض

Dx = {q ∈ Pκ : ∃α, β ∈ x((α, β ∈ dom(q)) ∧ (q(α) = ۰) ∧ (q(β) = ۱))}

کافͬ فقط بنابراین ͬ کند. م تضمین را (κ \ A) ∩ x و A ∩ x بودن ناتهͬ که است Pκ باز چͽال زیرمجموعۀ

،α < κ هر برای هستند، متناهͬ فورسینگ شرط های اینکه به توجه با .|A| = κ دهیم نشان است

Dα = {q ∈ Pκ : ∃β > α((β ∈ dom(q)) ∧ (q(β) = ۱))}

.|A| = κ لذا و است بی کران κ در A بنابراین است. باز چͽال
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سره فورسینگ ۳−۲

زیرمجموعەهای ،P با فورسینگ هرگاه گوییم، سره را P فورسینگ [۹ .۱ .۳ تعریف ،۲۶] .۱−۳−۲ تعریف

کند. حفظ θ منتظم ناشمارای کاردینال هر برای را [θ]ℵ۰ پایای

منتظم ناشمارای کاردینال ،G ⊆ P ͷژنری فیلتر ،P ∈ V سرۀ فورسینگ گیریم ،۱−۳−۲ تعریف طبق

[θ]ℵ۰ پایای زیرمجموعۀ همچنان S ،V [G] در صورت این در باشند. دلخواه S ⊆ [θ]ℵ۰ پایای مجموعۀ و θ

دارد. ناتهͬ اشتراک ،V [G] به متعلق ،[θ]ℵ۰ بی کران بستۀ زیرمجموعەهای همۀ با S یعنͬ است.

گسترش در اردینال ها از شمارا مجموعۀ هر آن گاه باشد، سره P فورسینگ اگر [۱۶ .۱ .۳ لم ،۲۶] .۲−۳−۲ لم

V [G] در ℵV
۱ بنابراین ͬ شود. م پوشیده است، V به متعلق که اردینال ها از شمارا مجموعەای توسط ،V [G] ͷژنری

است. ناشمارا

که طوری به دارد وجود θV [G] کاردینال لذا باشد. V [G] در اردینال ها شمارای مجموعۀ a کنید فرض اثبات.

،V [G] در .a ∈ [θ]ℵ۰

C = {x ∈ [θ]ℵ۰ : a ⊆ x}

پس است، سره P چون است. [θ]ℵ۰ پایای زیرمجموعۀ [θ]ℵ۰ ،V در اما است. [θ]ℵ۰ بی کران بستۀ زیرمجموعۀ

دارد وجود V در x شمارای مجموعۀ بنابراین .C ∩ [θ]ℵ۰ ̸= ∅ ،V [G] در لذا ͬ ماند، م باقͬ پایا V [G] در [θ]ℵ۰

■ شد. خواهیم مواجه تناقض با آن گاه باشد، شمارا V [G] در ℵV
۱ اگر حال .a ⊆ x که طوری به

،(P به است(نسبت بزرگ کافͬ اندازۀ به θ گوییم باشد. منتظم کاردینال θ و فورسینگ P کنید فرض .۹ قرارداد

باشد. θ > (۲|TC(P)|)+ هرگاه

مطلق V زمینۀ ساختار و Hθ بین ،P مورد در توجه جالب گزارەهای آن گاه باشد، بزرگ کافͬ اندازۀ به θ اگر

بود. خواهند

کاردینال θ و فورسینگ P که جایی ،q ∈ P ∈ N ≺ Hθ کنید فرض [۵ .۲ .۳ تعریف ،۲۶] .۳−۳−۲ تعریف

اگر ،D ⊆ P باز چͽال مجموعۀ هر برای هرگاه گوییم، ͷژنری⁃(N,P) را q است. بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم

باشد. پیش چͽال q زیر D ∩N آن گاه ،D ∈ N
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تنها و اگر است ͷژنری⁃(V,P) شرط q باشد. فورسینگ P ∈ V کنید فرض [۶ .۲ .۳ لم ،۲۶] .۴−۳−۲ لم

.q ⊩ “V ∩ON = V [Ġ] ∩ON” اگر

مجموعۀ باشد. اردینال ͷی P⁃ترم τ˜ ∈ V و ͷژنری⁃(V,P) شرط q کنید فرض اثبات.

D = {r ∈ P : ∃α ∈ ON(r ⊩ “τ˜ = α̌”)}

است. پیش چͽال q زیر D ∩ V لذا و D ∈ V پس است، تعریف پذیر τ˜ و P توسط D چون است. باز چͽال

چون .r ⊩ “τ˜ = α̌” هرگاه ،f(r) = α ،r ∈ D هر برای که طوری به باشد D دامنۀ با تابع f کنید فرض

،۹−۲−۲ لم طبق است، پیش چͽال q زیر D ∩ V چون .f ∈ V لذا است، تعریف پذیر τ˜ و D توسط f تابع

،V [G] در آن گاه ،q ∈ G که طوری به باشد ͷژنری فیلتر G ⊆ P اگر بنابراین .q ⊩ “Ġ ∩ (D ∩ V ) ̸= ∅”

نتیجه که f(r) ∈ V ،V [G] در لذا ،r ∈ V چون .τ˜[G] = f(r) که طوری به دارد وجود r ∈ D ∩ V ∩G

.q ⊩ “τ˜ ∈ V ” آن گاه باشد، اردینال ͷی P⁃ترم τ˜ ∈ V اگر کنید فرض برعکس، .q ⊩ “τ˜ ∈ V ” ͬ دهد م

طوری به دارد وجود f ∈ V تابع صورت این در باشد. P دلخواه باز چͽال زیرمجموعۀ D ∈ V کنید فرض

گیریم ͬ نگارد. م D روی به را |D| که

τ˜ = min{̌i : f(i) ∈ Ġ}.

فرض، طبق است. اردینال ͷی P⁃ترم τ˜ همچنین .τ˜ ∈ V لذا است، تعریف پذیر V در f و P با τ˜ چون

.q ⊩ ∃r ∈ D ∩ V (r ∈ Ġ) لذا ،f(i) ∈ D ∩ V چون .q ⊩ ∃i ∈ V (f(i) ∈ Ġ) پس ،q ⊩ “τ˜ ∈ V ”

،q′, r ∈ G و است فیلتر G چون .q′ ⊩ ∃r ∈ D ∩ V (r ∈ Ġ) ،۱۴−۲−۲ لم طبق آن گاه ،q′ ≤ q اگر اکنون

■ است. پیش چͽال q زیر D ∩ V بنابراین

کاردینال θ و فورسینگ P ∈ V که جایی ،q ∈ P ∈ N ≺ Hθ کنید فرض [۱۲ .۲ .۳ قضیه ،۲۶] .۵−۳−۲ لم

هستند. معادل زیر موارد است. بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم

است؛ ͷژنری⁃(N,P) شرط q .۱

q؛ ⊩ “N ∩ V = N [Ġ] ∩ V ” .۲
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است؛ N به متعلق که A ⊆ P ماکسیمال پادزنجیر هر برای q ⊩ “A ∩N ∩ Ġ ̸= ∅” .۳

است. N به متعلق که D ⊆ P پیش چͽال مجموعۀ هر برای q ⊩ “D ∩N ∩ Ġ ̸= ∅” .۴

هستند: معادل زیر موارد باشد. فورسینگ P کنید فرض .۶−۳−۲ قضیه

است. سره فورسینگ P .۱

شرط هر ،P ∈ N با N ∈ Eℵ۰,θ هر و θ بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال هر برای [۸ .۲ .۳ قضیه ،۲۶] .۲

باشد. ͷژنری⁃(N,P) که باشد داشته گسترشͬ p ∈ N

زیرساختارهای از بی کران بستۀ مجموعۀ و θ بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال هر برای [۱۳ .۲ قضیه ،۲] .۳

ͷژنری⁃(N,P) که باشد داشته گسترشͬ p ∈ N شرط هر ،P ∈ N با N ≺ Hθ شمارای مقدماتͬ

باشد.

θ و فورسینگ P که جایی ،q ∈ P ∈ N ≺ Hθ کنید فرض [۱۴ .۲ تعریف ،۲۲] .۷−۳−۲ تعریف

چͽال مجموعۀ هر هرگاه گوییم، ͷژنری⁃(N,P) قوی طور به را q است. بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال

باشد. پیش چͽال q زیر D ⊆ P ∩N باز

اندازۀ به کاردینال هر برای هرگاه گوییم، سره قوی طور به را P فورسینگ [۱ .۳ تعریف ،۲۰] .۸−۳−۲ تعریف

شرط هر ،P ∈ N با N ≺ Hθ شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای از بی کران بستۀ مجموعۀ و ،θ بزرگ کافͬ

باشد. ͷژنری⁃(N,P) قوی طور به که باشد داشته گسترشͬ p ∈ N

کرد. اثبات را زیر قضیۀ ͬ توان م ۲−۳−۲ لم از استفاده و تعاریف، به توجه با

به منجر P با فورسینگ ویژه به و است، سره P آن گاه باشد، سره قوی طور به P فورسینگ اگر .۹−۳−۲ قضیه

ͬ شود. نم ℵ۱ فروریزی

مجموعۀ ۸−۳−۲ تعریف طبق باشد. بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال θ و سره قوی طور به P کنید فرض اثبات.

طور به گسترش p ∈ P∩N هر و P ∈ N ،N ∈ C هر برای که طوری به دارد وجود C ⊆ Eℵ۰,θ بی کران بستۀ

طوری به دارد وجود q ≤ p بنابراین است. دلخواه p ∈ P∩N و ،N ∈ C گیریم دارد. ͷژنری⁃(N,P) قوی
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E ∈ N کنید فرض P بودن سره اثبات برای است. پیش چͽال q زیر ،D ⊆ P∩N باز چͽال مجموعۀ هر که

است. باز چͽال E ⊆ P ͬ داند م پس است، Hθ مقدماتͬ زیرساختار N چون باشد. P باز چͽال زیرمجموعۀ

است. دلخواه r ∈ P ∩ N کنید فرض منظور این برای است. باز چͽال E ∩ N ⊆ P ∩ N ͬ دهیم م نشان

s ∈ E ∩N بنابراین .s ∈ E و s ≤ r که طوری به دارد وجود s ∈M پس ،M |= ∃s ≤ r(s ∈ E) چون

است، ͷژنری⁃(N,P) قوی طور به q و باز چͽال E ∩N ⊆ P ∩N چون .s ≤ r که طوری به دارد وجود

نظر در دلخواه E و p چون .t ≤ s, q′ که طوری به دارند وجود t ∈ P و s ∈ E ∩N ،q′ ≤ q هر برای لذا

قضیۀ طبق P بنابراین دارد. ͷژنری⁃(N,P) گسترش p ∈ P ∩ N هر ،N ∈ C هر برای لذا شدەاند، گرفته

■ ͬ کند. م حفظ را ℵ۱ ۲−۳−۲ لم طبق و است، سره ۶−۳−۲
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جانبی شرط های ͷکم به فورسینگ ۴−۲

همۀ مجموعۀ P∈(θ) فورسینگ است. منتظم کاردینال θ ≥ ω۲ گیریم [۲۱۰ صفحۀ ،۲۹] .۱−۴−۲ تعریف

.p ⊆ q اگر تنها و اگر q ≤ p گوییم ،p, q ∈ P∈(θ) برای است. Eℵ۰,θ اعضای از ∋⁃صعودی متناهͬ دنبالەهای

گیریم باشند. P∈(θ) به نسبت بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال های κ > θ کنید فرض .۲−۴−۲ لم

برقرارند. زیر موارد صورت این در .M =M ′ ∩Hθ و θ ∈M ′ ∈ Eℵ۰,κ

M؛ ∈ Eℵ۰,θ .۱

p؛ ∈ P∈(θ) ∩M ′ =⇒ p′ = p ∪ {M} ∈ P∈(θ) .۲

.M ∈ q =⇒ q ∩M ∈ P∈(θ) ∩M ′ .۳

زیرمجموعۀ M شمارای ساختار همچنین است. تعریف پذیر M ′ در Hθ ،θ ∈ M ′ که آنجا از .۱ اثبات.

فرمول کنید فرض ،[۵ .۱۲ لم ،۱۶] تارسͺͬ⁃وات۱ ͷمح از استفاده با اکنون .δM = δM ′ و است Hθ

که طوری به دارند وجود M اعضای a۱, . . . , an و φ(x, v۱, . . . , vn)

Hθ |= ∃xφ(x, a۱, . . . , an).

لذا ،Hθ ⊆ Hκ و θ ∈ Hκ چون

Hκ |= ∃xφ(x, a۱, . . . , an).

،Hκ |= φ(b, a۱, . . . , an) که طوری به باشد خوش ترتیبی به نسبت x کوچͺترین b ∈ Hκ کنیم فرض اگر حال

زیرا ،|TC(b)| < θ آن گاه

Hκ |= “Hθ |= ∃xφ(x, a۱, . . . , an)”.

دارد وجود x کوچͺترین ͬ داند م نیز M ′ ،M ′ ≺ Hκ که آنجا از و ،Hθ |= φ(b, a۱, . . . , an) پس

M ′ |= و |TC(b۰)| < θ که طوری به دارد وجود b۰ ∈ M ′ لذا .φ(x, a۱, . . . , an) که طوری به
1Tarski-Vaught test
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پس ،Hθ |= φ(x, a۱, . . . , an) که طوری به دارد وجود x ∈ M نتیجه در .φ(b۰, a۱, . . . , an)

.M ∈ Eℵ۰,θ لذا است، شمارا M که آنجا از .M ≺ Hθ

اینکه دلیل به .Eℵ۰,θ ⊆ Hθ پس است، منتظم θ ≥ ω۲ چون .p ∈ P∈(θ) ∩ M ′ کنید فرض .۲

p که آنجا از و ،p ∈M ′ ∩Hθ =M بنابراین .p ∈ Hθ لذا است، Eℵ۰,θ متناهͬ زیرمجموعۀ p

پس ،M ∈ Eℵ۰,θ و Nk ∈ M چون .p = ⟨N۱, . . . , Nk⟩ کنید فرض .p ⊆ M است، متناهͬ

فورسینگ شرط p′ بنابراین است. Eℵ۰,θ اعضای از ∋⁃صعودی متناهͬ دنبالۀ p′ = ⟨N۱, . . . , Nk,M⟩

.p′ ∈ P∈(θ) یعنͬ است؛ 

q ∩M ͬ دهیم م نشان .q = ⟨N۱, . . . , Ni,M,K۱, . . . , Kj⟩ ͬ کنیم م فرض کلیت، از کاستن بدون .۳

زیرا .Q ̸= M آن گاه ،Q ∈ q ∩M اگر است. ⟨N۱, . . . , Ni⟩ یعنͬ ،M از قبل ،q ابتدایی۱ قسمت

غیر در زیرا Q ̸= K۱, . . . , Kj همچنین شد. خواهیم روبرو M ∈ M تناقض با صورت این غیر در

.Q = Nn ،۱ ≤ n ≤ i برای کنیم فرض اکنون است. تناقض که Q ∈ M ∈ Q صورت این

بنابراین .Q ∈ M پس هستند، شمارا Nn+۱, . . . , Ni ساختار های و M ،Q چون و Q ∈ q بنابراین

■ .q ∩M ∈M پس است، M متناهͬ زیرمجموعۀ q ∩M چون و ،q ∩M ∈ P∈(θ)

است. سره قوی طور به P∈(θ) .۳−۴−۲ قضیه

کنید فرض همچنین .P∈(θ) ∈M ′ ∈ Eℵ۰,κ و باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال κ > θ کنید فرض اثبات.

.p′ = p ∪ {M} ∈ P∈(θ) ͬ دهد م نتیجه ۲−۴−۲ لم .M = M ′ ∩ Hθ دهید قرار .p ∈ P∈(θ) ∩M ′

چون .q ≤ p′ کنید فرض منظور این برای است. ͷژنری⁃(M ′,P∈(θ)) قوی طور به شرط p′ ͬ کنیم م ادعا

و باز چͽال D ⊆ P∈(θ) ∩M ′ گیریم .q ∩M ′ ∈ P∈(θ) ∩M ′ ͬ دهد م نتیجه ۲−۴−۲ لم لذا ،M ∈ q

از بعد و M سپس ،r اعضای ابتدا ،s در کنید توجه .s = r ∪ q کنید فرض باشد. q ∩M ′ گسترش r ∈ D

است. Eℵ۰,θ اعضای از ∋⁃صعودی دنبالۀ s پس ،r ⊆ M که آنجا از ͬ آید. م ،M از بعد q پایانͬ قسمت آن،

و است پیش چͽال q زیر D پس .s ≤ r, q لذا ،r, q ⊆ s ،s تعریف طبق همچنین .s ∈ P∈(θ) بنابراین

■ است. سره قوی طور به P∈(θ) بنابراین
1Initial Segment
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همۀ مجموعۀ PM
∈ فورسینگ است. منتظم کاردینال θ ≥ ω۲ گیریم [۱ .۲ تعریف ،۲۰] .۴−۴−۲ تعریف

ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در که است p : ω۱ −→ Hθ توابع

است، متناهͬ مجموعۀ supp(p) = {α : p(α) ̸= ∅} .۱

هستند؛ یͺریخت دو به دو آن اعضای که است Eℵ۰,θ متناهͬ زیرمجموعۀ p(α) ،α ∈ supp(p) هر برای .۲

آن گاه ،α < β اگر ،α, β ∈ supp(p) هر برای .۳

∀M ∈ p(α)∃N ∈ p(β)(M ∈ N).

.p(α) ⊆ q(α) ،α < ω۱ هر برای هرگاه ،q ≤ p گوییم p, q ∈ PM
∈ هر برای

هرگاه: گوییم، p در ∋⁃مسیر۱ ،w = ⟨M۱, . . . ,Mn⟩ به .p ∈ PM
∈ کنید فرض .۵−۴−۲ تعریف

,M۱؛ . . . ,Mn ∈ ∪ran(p) .۱

Mi؛ ∈Mi+۱ ،i < n هر برای .۲

که طوری به باشد داشته وجود ۱ ≤ i ≤ n آن گاه ،δM۱ ≤ α ≤ δMn اگر α ∈ supp(p) هر برای .۳

.δMi
= α

،p ∈ PM
∈ ∩M ′ اگر .M ′ ∈ Eℵ۰,κ و باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال κ > θ کنید فرض .۶−۴−۲ لم

آن گاه ،M =M ′ ∩Hθ و θ ∈M ′

p′ = p ∪ {⟨δM , {M}⟩} ∈ PM
∈

■ .p ⊆M کنیم توجه است کافͬ است. ،۲−۴−۲ لم (۲) قسمت برهان شبیه ،۶−۴−۲ لم برهان اثبات.

1Path
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نیست. فورسینگ شرط الزاماً q ∩M آن گاه ،M ∈ ∪ran(q) و q ∈ PM
∈ اگر .۷−۴−۲ ملاحظه

و q(γ) = {N۳, N
′
۳} ،q(β) = {N۲} ،q(α) = {N۱} ،supp(q) = {α, β, γ, η} کنید فرض

که طوری به q(η) = {M ′,M}

N۱ ∈ N۲ ∈ N ′
۳ ∈M ′ .۱

N۱, N۳ ∈M .۲

اما است، فورسینگ شرط q صورت این در

q ∩M = {⟨α, {N۱}⟩, ⟨γ, {N۳}⟩}

N۳ به N۱ از ∋⁃مسیر هیچ q∩M در بنابراین و N۲ /∈M زیرا ͬ کند، نم برآورده را ۴−۴−۲ تعریف (۳) شرط

ندارد. وجود

N ′
۲ ساختار ͬ داند م همچنین پس ،φM ′,M(N۲) ∼= N۲ ͬ داند م Hθ که آنجا از ،۷−۴−۲ ملاحظۀ مثال در

پس ،M ≺ Hθ چون اکنون .N۱ ∈ N ′
۲ ∈ N۳ و است یͺریخت φM ′,M(N۲) با که طوری به دارد وجود

M |= ∃N ′
۲
∼= φM ′,M(N۲)(N۱ ∈ N ′

۲ ∈ N۳ = φM ′,M(N ′
۳)).

ͬ توان م همیشه اما نباشد، فورسینگ شرط است ممͺن q∩M گرچه ͬ کند م بیان ۹−۴−۲ لم .۸−۴−۲ ملاحظه

کرد. فورسینگ شرط به تبدیل را آن ،۷−۴−۲ ملاحظۀ از N ′
۲ مانند ساختار هایی افزودن با

زیر شرایط که طوری به دارد وجود q̂ ∈ PM
∈ ∩M .M ∈ q ∈ PM

∈ کنید فرض [۸ .۲ لم ،۲۰] .۹−۴−۲ لم

است. برقرار

supp(q̂) = supp(q) ∩M .۱

q ∩M ⊆ q̂ .۲

N ∼= N ′ آن گاه ،N ′ ∈ q̂(α) و N ∈ q(α) ،α ∈ supp(q) اگر .۳

سازگارند. q̂ و q .۴
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است. سره قوی طور به PM
∈ فورسینگ مفهوم [۲ .۳ لم ،۲۰] .۱۰−۴−۲ قضیه

ͬ دهیم م نشان ابتدا .PM
∈ ∈ M ′ ∈ Eℵ۰,κ و باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به کاردینال κ > θ کنید فرض اثبات.

لم است. ͷژنری⁃(M ′,PM
∈ ) قوی طور به شرط p′ = p ∪ {⟨δM , {M}⟩} آن گاه ،M = M ′ ∩ Hθ اگر

باید باشد. باز چͽال D ⊆ PM
∈ ∩M ′ و دلخواه q ≤ p′ کنید فرض .p′ ∈ PM

∈ ͬ دهد م نتیجه ۶−۴−۲

شرایط که طوری به دارد وجود q̂ ∈ PM
∈ ∩M لذا ،M ∈ q چون است. سازگار D از عضوی با q دهیم نشان

در w = ⟨Nw
۰ , . . . , N

w
l ⟩ ∋⁃مسیرهای همۀ مجموعۀ W کنید فرض کند. برآورده را ۹−۴−۲ لم (۴)−(۱)

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را q↾M اکنون .Nw
l ∈ q(δM) که طوری به باشد ∪(ran(q) ∪ ran(q̂))

کنید فرض α ∈ supp(q) ∩M هر برای

q↾M(α) = {φNw
l ,M(Nw

i ) : (w ∈ W ) ∧ (۰ ≤ i < l)}.

کنید فرض باشد. q↾M گسترش r ∈ D کنید فرض اکنون .q̂ ⊆ q↾M و q↾M ∈ PM
∈ ∩M صورت این در

s = r ∪ q ∪ {⟨δK , {φM,N(K)}⟩ : (N ∈ q(δM)) ∧ (K ∈ ∪ran(r))}.

قوی طور به شرط p′ و پیش چͽال، p′ زیر D بنابراین ͬ دهد. م گسترش را q و r و است فورسینگ شرط s

سره قوی طور به فورسینگ PM
∈ پس است، دلخواه شرط p ∈ PM

∈ ∩M ′ چون است. ͷژنری⁃(M ′,PM
∈ )

■ است.

دیͽر مهم خصوصیت دو ادامه در ͬ کند. م حفظ را ℵ۱ ،PM
∈ با فورسینگ ͬ دهد م نتیجه ،۱۰−۴−۲ قضیۀ

ͬ کنیم. م یادآوری را PM
∈

است. (۲ℵ۰)+−c.c. ،PM
∈ [۱ .۴ لم ،۲۰] .۱۱−۴−۲ لم

ͬ کند. م اجبار را CH ،PM
∈ [۲ .۴ لم ،۲۰] .۱۲−۴−۲ گزاره
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سوم: فصل

ω۲ ͷفراژنری زیرمجموعەهای الحاق



مقدمه ۱−۳

است. شده مطرح ͷگیتی توسط زیر سوال ،۲۰۱۷ در

صدق زیر شرایط در که فورسینگͬ آیا است. کاردینال κ ≥ ℵ۲ و برقرار GCH کنید فرض .۱−۱−۳ سوال

دارد؟ وجود کند

کند؛ حفظ را کاردینال ها .۱

کند؛ حفظ را GCH .۲

برای که طوری به باشد داشته وجود κ کاردینالیتۀ از A ⊆ κ مجموعۀ زمینه، ساختار ͷژنری گسترش در .۳

.x \ A ̸= ∅ و x ∩ A ̸= ∅ ،x ∈ P(κ) ∩ V نامتناهͬ شمارای مجموعۀ هر

،κ ≥ ℵ۰ کاردینال هر برای که دیدیم ۲۹−۲−۲ سوال در

Pκ = {p : κ −→ ۲ : |p| < ℵ۰}

Pκ که داد خواهد نشان ۲−۱−۳ لم اما ͬ کند. م اجبار را ۱−۱−۳ سوال در شده خواسته A مجموعۀ وجود

ͬ کند. نم حفظ را پیوستار فرضیۀ ،κ ≥ ℵ۲ برای

.۲ℵ۰ ≥ κ ͬ کند م اجبار Pκ .۲−۱−۳ لم

در را f : ω × κ −→ κ دوسویی تابع ابتدا .Pκ
∼= Add(ℵ۰, κ) ،κ هر برای دهیم نشان است کافͬ اثبات.

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را π : Add(ℵ۰, κ) −→ Pκ اکنون ͬ گیریم. م نظر

،p ∈ Add(ℵ۰, κ) هر برای

π(p) : f ′′supp(p) → ۲

که طوری به

π(p)(f(⟨n, α⟩)) = p(⟨n, α⟩).

برای لذا است، مرتب جزئا مجموعۀ دو بین یͺریختͬ π : Add(ℵ۰, κ) → Pκ ،κ نامتناهͬ کاردینال هر برای

■ ͬ شود. م نقض پیوستار فرضیۀ ،κ ≥ ℵ۲
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تعریف در که تودورچویچ، شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای ماتریس های با فورسینگ از فصل، این در

در دهیم. پاسخ κ = ℵ۲ برای ۱−۱−۳ سوال به تا ͬ کنیم م استفاده جانبی شرط عنوان به است، آمده ۴−۴−۲

ͬ دهد. م ارائه زیر قضیه برای برهانͬ ،۳ فصل واقع،

طوری به دارد وجود سره فورسینگ از استفاده با زمینه، ساختار از ͷژنری گسترش ͷی (GCH) .۳−۱−۳ قضیه

دارد وجود ℵ۲ کاردینالیتۀ از A ⊆ ω۲ مجموعۀ ،ͷژنری گسترش آن در و ͬ کند، م حفظ را GCH و کاردینال ها که

باشند. ناتهͬ x \ A و x ∩ A زمینه، ساختار از x ⊆ ω۲ نامتناهͬ شمارای مجموعۀ هر برای که طوری به

شمارای زیرمجموعۀ هر یعنͬ است، ͷفراژنریA مجموعۀ که ͬ شود م نتیجه ۳−۱−۳ قضیۀ از .۴−۱−۳ ملاحظه

است. ͷژنری کوهن زمینه، ساختار روی ،ω۲ \ A یا A نامتناهͬ

y \ A باید آن گاه ،y, z ∈ V اگر باشند. نامتناهͬ شمارای z ⊆ ω۲ \ A و y ⊆ A ،V [G] در کنید فرض

هستند. ͷژنری کوهن z و y ،۸ قرارداد طبق بنابراین است. غیرممͺن که باشند ناتهͬ z ∩ A و

ͬ نماییم. م یادآوری را سره قوی طور به فورسینگ با مرتبط نتایج و پایه تعاریف از برخͬ ۲−۳ بخش در

بخش در سپس ͬ کنیم. م مرور آمده، ۴−۲ بخش در که را تودورچویچ ماتریسͬ ∋⁃فروریزی فورسینگ همچنین

کرد. خواهیم ارائه را ۳−۱−۳ قضیۀ برهان ۳−۳

پیش نیازها ۲−۳

ͬ شود، م نامیده سره قوی طور به فورسینگ که ͬ بریم م کار به سره فورسینگ از قوی تری مفهوم فصل این در

ͬ شود. م یادآوری ۱−۲−۳ تعریف در و است شده معرفͬ ۸−۳−۲ و ۷−۳−۲ تعاریف ،۳−۲ بخش در

باشد. مجموعه M و فورسینگ P کنید فرض .۱−۲−۳ تعریف

مرتب جزئا مجموعۀ در که D مجموعۀ هر هرگاه است، ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به p ∈ P گوییم .۱

باشد. پیش چͽال P در p زیر است، باز چͽال P ∩M

بستۀ مجموعۀ ،θ بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال هر برای هرگاه است، سره قوی طور به P فورسینگ .۲

،p ∈M ∩P اگر که طوری به باشد داشته وجود M ≺ Hθ شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای از بی کران

باشد. داشته وجود p زیر ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به شرط آن گاه
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ͬ کند. م ارائه ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به شرط های برای معادل سازی ۲−۲−۳ لم

این در .p ∈ P و باشند ۱−۲−۳ تعریف در مانند M و P, θ کنید فرض [۱۵ .۲ گزاره ،۲۲] .۲−۲−۳ لم

اگر تنها و اگر است ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به p صورت

،r ≤ q↾M اگر r ∈ P∩M هر برای که طوری به باشد داشته وجود q↾M ∈ P∩M ،q ≤ p هر برای (∗)

باشند. سازگار P در q و r آن گاه

نتایج گرفتن برای تودورچویچ توسط جانبی شرط های با فورسینگ روش شد گفته ۲ و ۱ فصل های در

آن، در که کرد معرفͬ فورسینگ این از تعمیمͬ همچنین او شد. معرفͬ (PFA) سره۱ فورسینگ اصل از مختلفͬ

کامل) لزوما (نه ماتریس شͺل به باشند، شمارا مقدماتͬ زیرساختار های زنجیر اینکه جای به جانبی شرط های

شرط های عنوان به تودورچویچ ماتریسͬ فورسینگ شرط های از ،۳−۱−۳ قضیۀ اثبات برای فصل این در هستند.

ͬ کنیم. م استفاده نماییم، مͬ ارائه که فورسینگͬ در جانبی

که است این نشان دهندۀ M ≺ Hω۲ فصل، این طول در و ͬ گیریم م نظر در Hω۲ روی ⊴ ترتیبی خوش

ͬ کنیم م یادآوری را زیر موارد است. ⟨Hω۲ ,∈,⊴⟩ شمارای مقدماتͬ زیرساختار ⟨M,∈,⊴ ∩M ۲⟩

است. [Hω۲ ]
ℵ۰ بی کران بستۀ زیرمجموعۀ Eℵ۰,ℵ۲ = {M ∈ [Hω۲ ]

ℵ۰ :M ≺ Hω۲} مجموعۀ .۱

یͺریختͬ این باشد. یͺریخت ⟨N,∈⟩ با ⟨M,∈⟩ اگر تنها و اگر M ∼= N ،M,N ∈ Eℵ۰,ℵ۲ هر برای .۲

ͬ دهیم. م نشان φM,N :M
≃−→ N با را فرد به منحصر

ͬ دهیم. م نمایش δ′M با را sup(M ∩ω۲) و δM با را M ∩ω۱ شمارای اردینال ،M ∈ Eℵ۰,ℵ۲ هر برای .۳

1Proper Forcing Axiom
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کلیت از کاستن بدون آن گاه باشد، ۴−۴−۲ در تعریف شده تابع p : ω۱ −→ Hω۲ اگر .۳−۲−۳ ملاحظه

کنیم: فرض ͬ توانیم م

،p ⊂ Eℵ۰,ℵ۲ .۱

و supp(p) = {δM :M ∈ p} .۲

.p(δ) = {M ∈ p : δM = δ} .۳

تعریف در که را تودورچویچ ∋⁃فروریزی ماتریسͬ فورسینگ از سادەتری و طبیع۱ͬ فرم آمادەایم اکنون

کنیم. معرفͬ است، آمده ،۴−۴−۲ 

کنند: صدق زیر شرایط در که است p ⊂ Eℵ۰,ℵ۲ متناهͬ مجموعەهای همۀ شامل Q فورسینگ تعریف۴−۲−۳.

M؛ ∼= N آن گاه ،δM = δN اگر M,N ∈ p هر برای .۱

.M ∈ N که طوری به دارد وجود N ∈ p(δ) آن گاه ،δM < δ ∈ supp(p) و M ∈ p اگر .۲

.p ⊆ q اگر تنها و اگر q ≤ p گوییم ،p, q ∈ Q هر برای

در که [۲۰] از PM
∈ فورسینگ با ،۴−۲−۳ در شده معرفͬ Q فورسینگ است ذکر به لازم .۵−۲−۳ ملاحظه

مفاهیم از و ،θ = ω۲ دهیم قرار ۴−۴−۲ تعریف در است کافͬ است. معادل است، آمده ۴−۴−۲ تعریف

و اگر p ∈ Q صورت این در کنیم. استفاده است آمده ۳−۲−۳ ملاحظۀ در که صورتͬ به p(δ) و supp(p)

ͬ کند. م برآورده را ۴−۴−۲ تعریف (۳)−(۱) شرایط که باشد p : ω۱ −→ Hω۲
متناه۲ͬ حمایت با تابع اگر تنها

ͬ کنیم. م یادآوری را ͬ کنند، م صدق نیز Q برای که PM
∈ خواص برخͬ ۶−۲−۳ لم در

1Canonical
2Finite Support
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سره قوی طور به ،۴−۲−۳ تعریف در Q فورسینگ (GCH) [۲ .۴ و ۱ .۴ ،۲ .۳ لم های ،۲۰] .۶−۲−۳ لم

ͬ کند. م حفط را GCH و برآورده را ℵ۲−c.c. است،

است، ۴−۲ بخش ۱۲−۴−۲ گزارۀ و ۱۱−۴−۲ ،۱۰−۴−۲ لم های برهان تکرار ،۶−۲−۳ لم برهان اثبات.

اثبات دوباره ،۱−۳−۳ در شده تعریف فورسینگ برای احͺام همین اثبات حین در نیز فصل این طول در که

تحت Q ͬ دهد م نتیجه که است (۲ℵ۰)+−c.c. ،PM
∈ شده بیان ۱۱−۴−۲ لم در است ذکر به لازم شد. خواهند

■ بود. خواهد ℵ۲−c.c. ،GCH

آن گاه ،M ′ ∩Hω۲ =M اگر .M ′ ∈ Eℵ۰,θ و باشد منتظم کاردینال θ > ω۲ کنید فرض .۷−۲−۳ لم

.δM ′ = δM و M ∈ Eℵ۰,ℵ۲

■ ͬ آید. م دست به لم آن برهان در θ = ℵ۲ دادن قرار با که است ۲−۴−۲ لم از خاصͬ حالت لم، این اثبات.

۳−۱−۳ قضیه برهان ۳−۳

A ⊆ ω۲ مجموعۀ و حفظ، را GCH و کاردینال ها که سره قوی طور به فورسینگ معرفͬ با بخش، این در

ͬ کنیم. م شروع فورسینگ معرفͬ با ابتدا ͬ کنیم. م اثبات را ۳−۱−۳ قضیۀ ͬ کند، م الحاق خواستەشده، خواص با

درآن: که است P فورسینگ شرط p = ⟨Mp, fp⟩ دوتایی هر .۱−۳−۳ تعریف

Mp؛ ∈ Q (i)

و است جزئͬ تابع fp : ω۲ −→ ۲ (ii)

،α ∈ (dom(fp) ∩M) و N ∈ Mp(δM) هر برای آن گاه ،M ∈ Mp اگر (iii)

φM,N(α) ∈ dom(fp) .۱

fp(φM,N(α)) = fp(α) .۲

.fp ⊆ fq و Mp ⊆ Mq هرگاه ،q ≤ p گوییم p, q ∈ P برای
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ͬ کنند. م ایفا P بودن سره قوی طور به اثبات در کلیدی نقش ۳−۳−۳ لم و ۲−۳−۳ ملاحظۀ

آن گاه ،M ∈ Mq و q ∈ P اگر .۲−۳−۳ ملاحظه

Mq↾δM = {N ∈ Mq : δN < δM} ∈ Q.

بنابراین .δN۱ = δN۲ و N۱, N۲ ∈ Mq آن گاه ،δN۱ = δN۲ و باشند Mq↾δM در N۲ و N۱ اگر اثبات.

شرط Mq چون .N۱ ∈ (Mq↾δM)(α) و α < β ،α, β ∈ supp(Mq↾δM) کنید فرض .N۱ ∼= N۲

،δN۲ = δN۱ < δM که آنجا از .N۱ ∈ N۲ که طوری به دارد وجود N۲ ∈ Mq(β) پس است، Q فورسینگ

■ .N۲ ∈ Mq↾δM لذا

کنید فرض همچنین .M ′ ∈ Eℵ۰,θ و باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال θ > ω۲ گیریم .۳−۳−۳ لم

طوری به دارند وجود f̂p و M̂p صورت این در .M ′ ∩Hω۲ =M ∈ Mp که طوری به p = ⟨Mp, fp⟩ ∈ P

ͬ کنند: م صدق زیر شرایط در که

.M̂p ∈ Q ∩M ′ .۱

.supp(M̂p) = supp(Mp) ∩M ′ .۲

.Mp ∩M ′ ⊆ M̂p .۳

.N۱ ∼= N۲ آن گاه ،N۲ ∈ M̂p(α) و α ∈ supp(M̂p), N۱ ∈ Mp(α) اگر .۴

.f̂p ⊇ fp↾M ′ .۵

.p̂ = ⟨M̂p, f̂p⟩ ∈ P ∩M ′ .۶

سازگارند. p و p̂ .۷

δ ∈ supp(Mp)∩M ′ اگر ͬ گیریم م نتیجه ،۹−۴−۲ لم و ۷−۴−۲ ،۲−۳−۳ ملاحظات به توجه با اثبات.

مقدماتͬ زیرساختار به توجه با بنابراین .N ∼= N ′ که طوری به دارد وجود N ′ ∈ M آن گاه ،N ∈ Mp(δ) و

Q در Mp و M̂p این، بر علاوه ͬ کند. م صدق (۴)−(۱) شروط در که طوری به دارد وجود M̂p ،M بودن
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دهیم نشان باید اکنون بود. خواهد برقرار نیز (۵) آن گاه ،f̂p = fp↾M ′ کنیم فرض اگر همچنین سازگارند.

است کافͬ است، جزئͬ تابع f̂p : ω۲ −→ ۲ و M̂p ∈ Q که آنجا از است. فورسینگ شرط p̂ = ⟨M̂p, f̂p⟩

آن گاه ،α ∈ dom(fp↾M ′) ∩N۱ و δN۱ = δN۲ ،N۱, N۲ ∈ M̂p اگر دهیم نشان

.fp(φN۱,N۲(α)) = fp(α) و φN۱,N۲(α) ∈ dom(fp↾M ′)

.α ∈ M ′ کنید توجه ͬ گیریم. م نظر در است شده خواسته که همانطور را α و N۱, N۲ یͺریخت ساختار های

نتیجه α ∈ N۱ ∈ M̂p اکنون .φN۱,N۲(α) ∈M ′ بنابراین و ،φN۱,N۲ ∈M ′ لذا ،N۱, N۲ ∈ M ′ چون

که: طوری به دارند وجود M ′
۱ و N ′

۱ ،x ͬ دهد م

،N ′
۱ ∈ Mp(δN۱) .۱

،x ∈ N ′
۱ ∈M ′

۱ ∈ Mp(δM) .۲

و N۱ = φM ′
۱,M

(N ′
۱) .۳

.α = φM ′
۱,M

(x) .۴

،۱−۳−۳ تعریف (iii) شرط به توجه با لذا ،M ∼= M ′
۱ ∈ Mp و α ∈ dom(fp) ∩M ،p ∈ P که آنجا از

.fp(x) = fp(α) و x ∈ dom(fp)

که: طوری به دارند وجود M ′
۲ و N ′

۲ ،y ͬ دهد م نتیجه φN۱,N۲(α) ∈ N۲ ∈ M̂p همچنین

،N ′
۲ ∈ Mp(δN۲) .۵

،y ∈ N ′
۲ ∈M ′

۲ ∈ Mp(δM) .۶

و N۲ = φM ′
۲,M

(N ′
۲) .۷

.φN۱,N۲(α) = φM ′
۲,M

(y) .۸

که طوری به دارند وجود z ∈ N ′′
۱ و N ′′

۱ ∈M ′
۲ پس ،M ′

۱
∼= M ′

۲ چون همچنین
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.z = φM ′
۱,M

′
۲
(x) و N ′′

۱ = φM ′
۱,M

′
۲
(N ′

۱)

بنابراین هستند، یͺریخت نیز آن ها یͺریختͬ کپی های هستند، یͺریخت N۲ و N۱ چون

y = φN ′′
۱ ,N

′
۲
(z) = φN ′′

۱ ,N
′
۲
φN ′

۱,N
′′
۱
(x) = φN ′

۱,N
′
۲
(x).

تعریف (iii) شرط به توجه با لذا ،N ′
۱
∼= N ′

۲ ∈ Mp و x ∈ dom(fp) ∩ N ′
۱ ،p ∈ P که آنجا از اکنون

،۱−۳−۳

.fp(y) = fp(x) و y ∈ dom(fp)

شرط و (۸) قسمت به توجه با لذا ،M ′
۲
∼= M ∈ Mp و y ∈ dom(fp) ∩M ′

۲ ،p ∈ P که آنجا از بنابراین

،۱−۳−۳ تعریف (iii)

و φN۱,N۲(α) = φM ′
۲,M

(y) ∈ dom(fp)

fp(φN۱,N۲(α)) = fp(φM ′
۲,M

(y)) = fp(y) = fp(x) = fp(α)

ͬ کنیم. م مطرح را زیر ادعای p̂ و p سازگاری اثبات برای ͬ آید. م دست به لازم نتیجۀ و

ͬ دهد. م گسترش را p̂ و p و است فورسینگ شرط ⟨M̂p ∪Mp, fp⟩ .۴−۳−۳ ادعا

و Mp ∩M ⊆ M̂p است، Eℵ۰,ℵ۲ متناهͬ زیرمجموعۀ M̂p ∪Mp کنیم توجه است لازم ابتدا اثبات.

و N۱, N۲ ∈ M̂p ∪Mp اگر ͬ شود م نتیجه ،۳−۳−۳ لم (۴) تا (۱) موارد به توجه با و بنابراین .M̂p ∈M

است. برقرار زیر حالات از ͬͺی آن گاه ،δN۱ = δN۲

آنجا از باشند، Mp به متعلق دو هر یا و M̂p به متعلق دو هر N۲ و N۱ اگر حالت این در .δN۱ < δM الف)

Mp \M̂p متعلق دیͽری و M̂p \Mp به متعلق آن ها از ͬͺی اگر .N۱ ∼= N۲ لذا ،M̂p,Mp ∈ Q که

.N۱ ∼= N۲ ͬ دهد م نتیجه ۳−۳−۳ لم (۴) قسمت باشند،

.N۱ ∼= N۲ بنابراین و هستند Mp به متعلق دو هر الزاماً حالت این در .δN۱ ≥ δM ب)

به β که آنجا از .α < β و N۱ ∈ (M̂p ∪ Mp)(α) ،α, β ∈ supp(M̂p ∪ Mp) کنید فرض اکنون

است. بررسͬ قابل زیر حالت سه دارد. وجود N۲ ∈ M̂p ∪Mp(β) لذا دارد، تعلق supp(M̂p ∪Mp)
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N ′
۲ ∈ M̂p و N۲ ∈ Mp ͬ دهند م نتیجه ۳−۳−۳ لم (۴) و (۲) قسمت های صورت این در .β < δM .۱

که طوری به دارد وجود N ′′
۲ ∈ M̂p آن گاه ،N۱ ∈ M̂p اگر حال .N۲ ∼= N ′

۲ که طوری به دارند وجود

و N ′′
۲
∼= N۲ که طوری به دارد وجود N ′′

۲ ∈ Mp آن گاه ،N۱ ∈ Mp اگر .N۱ ∈ N ′′
۲ و N ′′

۲
∼= N ′

۲

.N۱ ∈ N ′′
۲

اگر .N۲ ∈ Mp پس ،M̂p ⊆ M ۳−۳−۳ لم (۱) قسمت طبق چون صورت این در .β = δM .۲

آن گاه ،N۱ ∈ Mp اگر .N۱ ∈ M ͬ دهد م نتیجه ۳−۳−۳ لم (۱) قسمت آن گاه ،N۱ ∈ M̂p

.N۱ ∈ N ′′
۲ و N ′′

۲
∼= N۲ که طوری به دارد وجود N ′′

۲ ∈ Mp(δM)

که طوری به دارد وجود N ′′
۲ ∈ Mp آن گاه ،N۱ ∈ Mp اگر .N۲ ∈ Mp صورت این در .β > δM .۳

و N ′′
۲
∼= N۲ که طوری به دارد وجود N ′′

۲ ∈ Mp آن گاه ،N۱ ∈ M̂p اگر .N۱ ∈ N ′′
۲ و N ′′

۲
∼= N۲

.N۱ ∈ N ′′
۲ بنابراین N۱ ∈M ،۳−۳−۳ لم (۱) قسمت طبق که آنجا از .M ∈ N ′′

۲

متعلق N ′ و N اگر است. شده داده α ∈ dom(fp)∩N و N ∼= N ′ کنید فرض .M̂p ∪Mp ∈ Q بنابراین

است، فورسینگ شرط p چون باشند، Mp به

.fp(φN,N ′(α)) = fp(α) و φN,N ′(α) ∈ dom(fp)

ͬ شود م نتیجه ۳−۳−۳ لم (۶) قسمت از ،f̂p = fp↾M ′ چون باشند، M̂p به متعلق N ′ و N اگر

.fp(φN,N ′(α)) = fp(α) و φN,N ′(α) ∈ dom(fp)

،۳−۳−۳ لم (۶) قسمت برهان مشابه آن گاه ،N ′ ∈ M̂p \Mp و N ∈ Mp \ M̂p اگر

.fp(φN,N ′(α)) = fp(α) و φN,N ′(α) ∈ dom(fp)

■ است. برقرار حͺم بنابراین

و هستند یͺریخت هم با که باشند Hω۲ شمارای و مقدماتͬ زیرساختارهای N۱ و N۰ اگر [۲۰] .۵−۳−۳ لم

.ξ ∈ N۱ اگر تنها و اگر ξ ∈ N۰ ،ξ < β هر برای آن گاه ،β ∈ N۰ ∩N۱ ∩ ω۲
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فرض ͬ توانیم م کلیت از کاستن بدون دارد. وجود ω۱ توی به ξ از ͷی به ͷی تابع ،ξ ∈ ω۲ هر برای اثبات.

تابع eγ : γ −→ ω۱ که جایی هستند ⟨eγ : γ ∈ ω۲⟩ نگاشت های از یͺسانͬ خانوادۀ شامل N۱ و N۰ کنیم

اگر تنها و اگر ξ ∈ N۰ پس ،ξ < β گیریم است. ͷی به ͷی

eβ(ξ) ∈ N۰ ∩ ω۱ = δN۰ = δN۱ = N۱ ∩ ω۱

■ .ξ ∈ N۱ اگر تنها و اگر e−۱
β (eβ(ξ)) ∈ N۱ اگر تنها و اگر

ͬ کنیم. م یادآوری را زیر تعریف ،۳−۱−۳ برهان ادامۀ برای

متناهͬ مجموعۀ باشد. مجموعه X گیریم .۶−۳−۳ تعریف

w = {x۱, . . . , xn} ⊆ X

.۱ ≤ i ≤ n− ۱ هر برای xi ∈ xi+۱ اگر گوییم، X در ∋⁃مسیر را

ͬ کند. م تضمین را طبیعͬ ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به شرط های وجود ،۷−۳−۳ لم

اگر .M ′ ∈ Eℵ۰,θ کنید فرض و باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال θ > ω۲ گیریم .۷−۳−۳ لم

ͷژنری⁃(M ′,P) قوی طور به شرط p آن گاه ،fp ∈ M ′ و M ′ ∩Hω۲ = M ∈ Mp ،p = ⟨Mp, fp⟩ ∈ P

است.

عضوی با q دهیم نشان باید .q = ⟨Mq, fq⟩ ≤ p و است P ∩M ′ باز چͽال زیرمجموعۀ D گیریم اثبات.

∋⁃مسیرهای همه مجموعه W کنید فرض باشد. ۳−۳−۳ لم در همانند M̂q کنید فرض است. سازگار D از

مجموعۀ .Nw
l ∈ Mq(δM) آن در که باشد M̂q ∪Mq در w = {Nw

۰ , . . . , N
w
l }

Mq↾M ′ = {φNw
l ,M(Nw

i ) : (w = ⟨Nw
۰ , . . . , N

w
l ⟩ ∈ W ) ∧ (i < l)}

لذا بͽیرید. نظر در را

.supp(Mq↾M ′) = supp(Mq) ∩M ′ و M̂q ⊆ Mq↾M ′

طوری به باشند Mq↾M ′ به متعلق N۲ و N۱ کنید فرض .Mq↾M ′ ∈ Q ∩ M ،۱۰−۴−۲ قضیۀ همانند

M̂q ∪ Mq به متعلق N ′
۲ و N ′

۱ ساختار دو از یͺریخت۱ͬ کپی های ساختار، دو این چون .δN۱ = δN۲ که
1Isomorphic Copy
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نیز آن ها یͺریختͬ کپی های بنابراین .N ′
۱
∼= N ′

۲ ͬ دهد م نتیجه δN ′
۱
= δN ′

۲
،۴−۳−۳ ادعای طبق هستند،

گیریم ،۴−۲−۳ تعریف (۲) قسمت بررسͬ برای است. برقرار ۴−۲−۳ تعریف (۱) قسمت و هستند، یͺریخت

مسیر پس است، supp(Mp) در δ < δM که آنجا از .δ ∈ supp(Mq↾M برای(′ α < δ N۱و ∈ Mq↾M ′(α)

N۱ = φNw
l ,M(Nw

i ) ∈ φNw
l ,M(Nw

j ) Nwو
l
∼= M که طوری به دارد وجود Mp wدر = ⟨Nw

۰ , . . . , N
w
l ⟩

.δφNw
l

,M (Nw
j ) = δNw

j
= δ که طوری به i < j < l برای

ͬ دهد م نتیجه ۳−۳−۳ لم برهان همانند برهانͬ اکنون

q↾M ′ = ⟨Mq↾M ′ , fq↾δ′M ′⟩ ∈ P ∩M ′.

اکنون .r ≤ q↾M ′ که طوری به دارد وجود r ∈ D ∩ M ′ پس است، باز چͽال D ⊆ P ∩ M ′ چون

آن در که ͬ کنیم م تعریف را q̄ = ⟨M̄, f̄⟩

M̄ = Mr ∪Mq ∪ {φM,N(K) : (N ∈ Mq(δM)) ∧ (K ∈ Mr)}

و

f̄ = fr ∪ fq ∪ {⟨φN ′,N ′′(α), fr(α)⟩ : (α ∈ dom(fr)) ∧ (N ′, N ′′ ∈ M̄) ∧ (δN ′ = δN ′′)}.

است. جزئͬ تابع f̄ : ω۲ −→ ۲ .۸−۳−۳ ادعا

کنید توجه .x۱ = x۲ و x۱, x۲ ∈ dom(f̄) کنید فرض اثبات.

.dom(fr) ⊆ δ′M و fq↾δ′M ⊆ fr

بͽیریم. نظر در را زیر حالت دو است کافͬ بنابراین

δN ′
۰ = δN ′′

۰ که جایی x۲ = φN ′
۱,N

′′
۱
(α۲) و x۱ = φN ′

۰,N
′′
۰ (α۱) دهید قرار α۱, α۲ ∈ dom(fr) برای .۱

اگر صورت این غیر در زیرا .δN ′′
۰ = δN ′′

۱
ͬ کنیم م فرض کلیت، از کاستن بدون .δN ′

۱
= δN ′′

۱
و

و N ′′
۰ ∈ N ′′

۲ ،N ′
۰ ∈ N ′

۲ که طوری به دارند وجود N ′
۲, N

′′
۲ ∈ M̄(δN ′′

۱
) آن گاه ،δN ′′

۰ < δN ′′
۱

(N ′
۰, N

′′
۰ ) ͬ توانیم م لذا .δN ′′

۲
= δN ′′

۱
که جایی ،x۱ = φN ′

۲,N
′′
۲
(α۱) لذا .φN ′

۲,N
′′
۲
↾N ′

۰ = φN ′
۰,N

′′
۰

بنابراین و ،φN ′
۰,N

′
۱
(α۱) = α۲ پس کنیم. جایͽزین (N ′

۲, N
′′
۲ ) با را

f̄(x۱) = fr(α۱) = fr(φN ′
۰,N

′
۱
(α۱)) = fr(α۲) = f̄(x۲).

۴۴



کنیم فرض ͬ توانیم م نیز حالت این در .α ∈ dom(fr) برای x۲ = φN ′
۰,N

′′
۰ (α) و x۱ ∈ dom(fr) .۲

که: طوری به دارد وجود N ′ ∈ M̄(δN ′′
۰ )

.x۲ = φN ′,N ′′
۰ (x۱) و x۱ ∈ N ′

بنابراین

f̄(x۱) = fr(x۱) = fr(φN ′,N ′′
۰ (x۱)) = fr(x۲) = f̄(x۲).

.M̄ ∈ Q .۹−۳−۳ ادعا

است کافͬ بنابراین .N۱ ∼= N۲ آن گاه ،δN۱ = δN۲ اگر N۱, N۲ ∈ M̄ برای ،۷−۳−۳ لم همانند اثبات.

هستند supp(M̄) در α < β < ω۱ کنید فرض ͬ کند. م صدق ۴−۲−۳ تعریف (۲) شرط در M̄ دهیم نشان

N ′ ∈ Mq(β) = پس ،M̄(β) = Mq(β) و M̄(α) = Mq(α) آن گاه ،α ≥ δM اگر .N ∈ M̄(α) و

وجود ممͺن حالت سه صورت این در .α < δM کنید فرض اکنون .N ∈ N ′ که طوری به دارد وجود M̄(β)

دارند. بستگͬ δM و β بین رابطۀ به که دارد

طوری به دارد وجود N ′ ∈ Mr(β) ⊆ M̄(β) آن گاه ،N ∈ Mr(α) اگر .β < δM کنید فرض ابتدا

گیریم .K ∈ Mr و N ′ ∈ Mq(δM) که جایی N = φM,N ′(K) صورت این غیر در .N ∈ N ′ که

صورت این در .K ∈ K ′ که باشد چنان K ′ ∈ Mr(β)

.N ∈ φM,N ′(K ′) و φM,N ′(K ′) ∈ M̄(β)

صورت، این غیر در .N ∈ M ∈ M̄(β) آن گاه ،N ∈ Mr(α) اگر .β = δM کنید فرض اکنون

است. برقرار حͺم و N ∈ N ′ حالت، این در .K ∈ Mr و N ′ ∈ Mq(δM) که جایی N = φM,N ′(K)

که طوری به دارند وجود N ′′ ∈ M̄(β) و N ′ ∈ M̄(δM) صورت این در .β > δM کنید فرض آخر، در

ͬ شود. م ثابت حͺم و N ∈ N ′′ پس .N ∈ N ′ ∈ N ′′

.q̄ = ⟨M̄, f̄⟩ ∈ P .۱۰−۳−۳ ادعا

کنید فرض اکنون .M̄ ∈ Q و است جزئͬ تابع f̄ دادیم نشان ۹−۳−۳ و ۸−۳−۳ ادعاهای در اثبات.

دهیم: نشان باید .N۱, N۲ ∈ M̄ که جایی ،N۱ ∼= N۲ و α ∈ N۱ ∩ dom(f̄)
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.f̄(φN۱,N۲(α)) = f̄(α) و φN۱,N۲(α) ∈ dom(f̄)

اگر است. برقرار حͺم صورت این در که ،⟨φN۱,N۲(α), fr(α)⟩ ∈ f̄ آن گاه ،α ∈ dom(fr) اگر

بنابراین .N۱, N۲ ∈ Mq \Mr و α /∈ δ′M آن گاه ،α ∈ dom(fq) \ dom(fr)

.fq(φN۱,N۲(α)) = fq(α) و φN۱,N۲(α) ∈ dom(fq)

لذا

.f̄(φN۱,N۲(α)) = f̄(α) و φN۱,N۲(α) ∈ dom(f̄)

آن گاه ،N ′ ≃ N۱ با N ′ ∈ M̄ و β ∈ dom(fr) برای α = φN ′,N۱(β) اگر آخر در

φN۱,N۲(α) = φN۱,N۲φN ′,N۱(β) = φN ′,N۲(β) ∈ dom(f̄)

و

f̄(φN۱,N۲(α)) = f̄(φN ′,N۲(β)) = fr(β) = fr(α) = f̄(α)

ͬ شود. م برقرار حͺم و

اثبات ۷−۳−۳ لم و هستند سازگار r و q بنابراین است. r و q مشترک گسترش q̄ است مشخص ساختن از

■ ͬ شود. م

ͷژنری⁃(M ′,P) قوی طور به گسترش ،p ∈M ′ ∩P شرط هر برای و لازم، M ′ هر برای ،۱۱−۳−۳ لم

ͬ کند. م معرفͬ

کنید فرض .M ′ ∈ Eℵ۰,θ و است بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال θ > ω۲ گیریم .۱۱−۳−۳ لم

است. فورسینگ شرط p′ = ⟨Mp ∪ {M}, fp⟩ آن گاه ،p ∈ P ∩M ′ اگر .M =M ′ ∩Hω۲

پس است، ran(fp) ⊆ ۲ و ω۲ متناهͬ زیرمجموعۀ dom(fp) ،Hω۲ متناهͬ زیرمجموعۀ Mp چون اثبات.

M متناهͬ زیرمجموعەهای نیز dom(fp) و Mp پس .p ∈ M ͬ دهد م نتیجه p ∈ M ′ بنابراین .p ∈ Hω۲

باشد. یͺریخت M با که طوری به ندارد وجود Mp در N ساختار هیچ کنید توجه است کافͬ اکنون هستند.

Mp اعضای به ،۴−۲−۳ تعریف (۲) و (۱) شروط بررسͬ پس ،Mp ⊆ M و M ∈ Eℵ۰,ℵ۲ چون حالا
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لذا ،fp′ = fp که آنجا از .Mp ∪ {M} ∈ Q بنابراین است. Q فورسینگ شرط ͬ دانیم م که ͬ شود م محدود

(iii) شرط بررسͬ برای که دلخواه N۲ و N۱ هر چون بلاخره، است. برقرار نیز ،۱−۳−۳ تعریف (ii) شرط

■ است. برقرار نیز ۱−۳−۳ تعریف (iii) شرط پس دارند، تعلق Mp به شوند، انتخاب ۱−۳−۳ تعریف

بیاوریم. دست به را زیر نتیجۀ ͬ توانیم م یͺدیͽر، کنار در این ها همه دادن قرار با اکنون

است. سره قوی طور به فورسینگ P .۱۲−۳−۳ نتیجه

فرض .p ∈ P ∩M ′ و P ∈ M ′ ،M ′ ∈ Eℵ۰,θ است، بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال θ گیریم اثبات.

است فورسینگ شرط p′ ͬ دهد م نتیجه ۱۱−۳−۳ لم .p′ = ⟨Mp ∪ {M}, fp⟩ و M ′ ∩ Hω۲ = M کنید

طور به فورسینگ P پس ،p′ ≤ p چون است. ͷژنری⁃(M ′,P) قوی طور به p′ ͬ دهد م نتیجه ۷−۳−۳ لم و

■ است. سره قوی

ͬ شود. م حفظ ℵ۱ P با فورسینگ در ͬ کنند م تایید ۹−۳−۲ لم همراه به ۱۲−۳−۳ نتیجه ویژه، به

است. ℵ۲−c.c. ،P .۱۳−۳−۳ لم

هر برای باشد. ℵ۲ کاردینالیتۀ از P زیرمجموعۀ A = {pα = ⟨Mα, fα⟩ : α < ω۲} کنید فرض اثبات.

،[۱۸ .۹ قضیه ،۱۴] ∆⁃سیستم لم از استفاده با بنابراین است. ω۲ متناهͬ زیرمجموعۀ dom(fα) ،α < ω۲

،α ̸= β هر برای بنابراین است. d ⊂ ω۲ ریشۀ با ∆⁃سیستم شͺل به {dom(fα) : α < ω۲}

dom(fα) ∩ dom(fβ) = d.

ثابت برای fα↾d = g ،α < ω۲ هر برای پس دارد، وجود f : d −→ ۲ توابع از متناهͬ تعداد فقط چون

دهید: قرار α < ω۲ هر برای اکنون .g : d −→ ۲

M̄α = {M̄ : ∃M ∈ Mα, است M متعدی فروریزی M̄}.

،α < β < ω۲ برای لذا ،M̄α ∈ Hω۱ ،α < ω۲ هر برای چون .|Hω۱ | = ℵ۱ است، برقرار CH چون

pβ و pα شرط های ،α < β < ω۲ برای ͬ دهیم م نشان اکنون .Mα ∪ Mβ ∈ Q بنابراین .M̄α = M̄β

که جایی q = ⟨Mq, fq⟩ کنید فرض و بͽیرید نظر در ثابت را α < β < ω۲ منظور، این برای هستند. سازگار
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و Mq = Mpα ∪Mpβ ●

fq = fpα ∪ fpβ ∪ {⟨φN,N ′(γ), (fpα ∪ fpβ)(γ)⟩ : (N,N ′ ∈ Mq) ∧ ●

(N ∼= N ′) ∧ (γ ∈ dom(fpα ∪ fpβ))}

هر بنابراین ͬ دهد. م گسترش را pβ و pα و است فورسینگ شرط q ͬ شود م ثابت ،۱۰−۳−۳ ادعای همانند

■ دارد. ℵ۲ از کمتر کاردینالیتۀ P پادزنجیر

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجۀ ،۱۳−۳−۳ لم و ۱۲−۳−۳ نتیجۀ از استفاده با

ͬ کند. م حفظ را کاردینال ها همۀ P فورسینگ .۱۴−۳−۳ نتیجه

سره قوی طور به فورسینگ هر که آنجا از ͬ شود. م حفظ فورسینگͬ هر توسط پس است مطلق ω چون اثبات.

پس است، ℵ۲−c.c. P چون آخر در ͬ شود. م حفط نیز ℵ۱ ،۱۲−۳−۳ نتیجۀ طبق بنابراین ͬ کند، م حفظ را ℵ۱

■ ͬ شوند. م حفظ نیز ℵ۲ مساوی یا بزرگتر کاردینال های همۀ ،۲۶−۲−۲ لم طبق

است کافͬ فورسینگ، کاردینالیتۀ به توجه با ͬ کند. م حفظ را GCH ،P با فورسینگ ͬ دهیم م نشان اکنون

ͬ شود. م حفظ P توسط CH دهیم نشان

M,M ′ ∈ Eℵ۰,θ بزرگ، کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال θ ،V روی ͷژنری⁃P فیلتر G گیریم .۱۵−۳−۳ لم

این در .M ′
۰ =M ′ ∩Hω۲ و M۰ =M ∩Hω۲ کنید فرض .p ∈ P ∩M و P ∈ M ∩M ′ یͺریخت،

صورت

pM,M ′ = ⟨Mp ∪ {M۰,M
′
۰}, fp ∪ {⟨φM,M ′(α), fp(α)⟩ : α ∈ dom(fp) ∩M}⟩

ͬ کند م اجبار که است فورسینگ شرط

φ̌M,M ′ [Ġ ∩ M̌ ] = Ġ ∩ M̌ ′

با است. فورسینگ شرط pM,M ′ ͬ شود م ثابت ۱۰−۳−۳ و ۹−۳−۳ ،۸−۳−۳ ادعاهای برهان مشابه اثبات.

که طوری به دارند وجود p′ و q ≤ pM,M ′ کنید فرض خلف برهان

q ⊩ “(p̌′ ∈ Ġ ∩ M̌) ∧ (φ̌M,M ′(p̌′) /∈ Ġ ∩ M̌ ′)”.
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اگر است. p′ و q مشترک گسترش q′ کنید فرض بنابراین هستند. سازگار p′ و q پس ،q ⊩ “p̌′ ∈ Ġ” چون

مجموعۀ آن گاه ،t ≤ φM,M ′(p′) که طوری به باشد داشته وجود t ≤ r ،r ≤ q′ هر برای

{t ∈ P : t ⊩ “φ̌M,M ′(p̌′) ∈ Ġ”}

صورت این در زیرا است غیرممͺن این است. چͽال q′ زیر

q′ ⊩ “φ̌M,M ′(p̌′) ∈ Ġ ∩ M̌ ′”

¬؛ (t ≤ φM,M ′(p′)) ،t ≤ r هر برای که طوری به دارد وجود r ≤ q′ بنابراین است. تناقض در فرض با که

را ۷−۳−۳ لم همانند ،r↾M = ⟨Mr↾M , fr↾δ′M⟩ ∈M شرط اکنون است. ناسازگار φM,M ′(p′) با r یعنͬ

ͬ کنیم. م مطرح را زیر ادعاهای بͽیرید. نظر در

و r آن گاه ،M ∩Hω۲ ∈ Mr اگر ،M ∈ Eℵ۰,θ هر برای باشند. بالا همانند r↾M و r گیریم .۱۶−۳−۳ ادعا

هستند. سازگار r↾M

کنید فرض اثبات.

s = ⟨Ms, fs⟩ = ⟨Mr ∪Mr↾M , fr⟩ = r ∪ r↾M

،δN۰ < δM اگر .N۰ ∼= N ′
۰ و α ∈ dom(fs)∩N۰ گیریم است. جزئͬ تابع fs و Ms ∈ Q صورت این در

اگر است. برقرار حͺم و φN۰,N ′
۰(α) ∈ N ′

۱ و α ∈ N۱ که طوری به دارند وجود N۱, N
′
۱ ∈ Mr(δM) آن گاه

گسترش و فورسینگ شرط s بنابراین است. برقرار حͺم و بود خواهند Mr در N ′
۰ و N۰ آن گاه ،δN۰ ≥ δM

است. r↾M و r مشترک

.φM,M ′(r↾M) = r↾M ′ .۱۷−۳−۳ ادعا

بنابراین .r↾M = ⟨Mr↾M , fr↾δ′M⟩ اثبات.

φM,M ′(r↾M) = ⟨φM,M ′(Mr↾M), φM,M ′(fr↾δ′M)⟩.

چون طرفͬ از

Mr↾M = {φNw
l ,M۰(N

w
i ) : (w = ⟨Nw

۰ , . . . , N
w
l ⟩ ∈ W ) ∧ (i < l)}
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پس

φM,M ′(Mr↾M) = {φNw
l ,M ′

۰(N
w
i ) : (w = ⟨Nw

۰ , . . . , N
w
l ⟩ ∈ W ) ∧ (i < l)}

دیͽر، طرف از و

Mr↾M ′ = {φNw′
l ,M ′

۰
(Nw′

i ) : (w′ = ⟨Nw′

۰ , . . . , Nw′

l ⟩ ∈ W ) ∧ (i < l)}.

اگر .N = φM,M ′(N ′) که طوری به دارد وجود N ′ ∈ Mr↾M بنابراین .N ∈ φM,M ′(Mr↾M) گیریم

.j < l برای N ′ = Nw′
j که طوری به دارد وجود ⟨Nw′

۰ , . . . , Nw′

l−۱,M۰⟩ ∋⁃مسیر آن گاه ،N ′ ∈ Mr ∩M

لذا

φM۰,M ′
۰(N

w′

j ) = φM۰,M ′
۰(N

′) = N ∈ Mr↾M ′ .

بنابراین .N ′ = φNw
l ,M۰(N

w
j ) ،w = ⟨Nw

۰ , . . . , N
w
l ⟩ برای آن گاه ،N ′ ∈ Mr↾M \Mr اگر

N = φM۰,M ′
۰(N

′) = φM۰,M ′
۰φNw

l ,M۰(N
w
j ) ∈ Mr↾M ′ .

قبل همانند بنابراین .N ∈ Mr↾M ′ \M ′ یا N ∈ Mr ∩M ′ لذا .N ∈ Mr↾M ′ کنید فرض برعکس،

.M۰ ∼= M ′
۰ ∈ Mr و α ∈ dom(fr) ∩M۰ پس .α ∈ dom(fr↾δ′M) کنید فرض اکنون .N ∈ Mr↾M

ͬ دهد م نتیجه α ∈ dom(fr↾δ′M ′) همچنین .fr(φM۰,M ′
۰(α)) = fr(α) و φM۰,M ′

۰(α) ∈ dom(fr) پس

پس .x ∈M۰ برای α = φM۰,M ′
o
(x)

.fr(x) = fr(α) و x = φM ′
۰,M۰(α) ∈ dom(fr) ∩M۰

.φM,M ′(fr↾M) = fr↾M ′ بنابراین

داشت خواهیم φM,M ′ اعمال با .r↾M ≤ p′ ͬ آوریم م دست به ،p′ ∈ M و r ≤ p′ چون اکنون

تناقض که ،r ⊥ φM,M ′(p′) اما .r ≤ φM,M ′(p′) بنابراین و ،r↾M ′ = φM,M ′(r↾M) ≤ φM,M ′(p′)

■ است.
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ͬ کند. م حفظ را CH ،P با فورسینگ .۱۸−۳−۳ لم

جایی باشد، V [G] در مجزا دو به دو حقیقͬ اعداد دنبالۀ ⟨rα : α < ω۲⟩ کنید فرض خلف برهان با اثبات.

،α < ω۲ هر برای ͬ کند. م اجبار را گزاره این که است شرطͬ p گیریم است. ͷژنری⁃V فیلتر G ⊆ P که

به و منتظم کاردینال است. rα P⁃ترم ṙα که جایی است حقیقͬ عدد ṙα ⊆ ω̌ ͬ کند م اجبار pα ≤ p گیریم

چون .pα, p,P, ṙα ∈ Mα و Mα ∈ Eℵ۰,θ گیریم ͬ گیریم. م نظر در ثابت را α < ω۲ و ،θ بزرگ کافͬ اندازۀ

که طوری به دارند وجود α < β < ω۲ پس ،|Mα| = ℵ۰

⟨Mα,∈,P, pα, ṙα⟩ ∼= ⟨Mβ,∈,P, pβ, ṙβ⟩.

گیریم .φMα,Mβ
(pα) = pβ و φMα,Mβ

(ṙα) = ṙβ ویژه به

pMα,Mβ
= ⟨Mpα ∪Mpβ ∪ {Mα ∩Hω۲ ,Mβ ∩Hω۲}, fpα ∪ fpβ⟩.

ͬ دهد. م گسترش را pβ و pα که است فورسینگ شرط pMα,Mβ
ͬ دهد م نتیجه ۱۵−۳−۳ لم صورت، این در

،ξ ∈ {۰, ۱} هر و p′ ∈Mα ∩ P هر ،n < ω هر برای

.φMα,Mβ
(p′) ⊩ “ṙβ(ň) = ξ̌” اگر تنها و اگر p′ ⊩ “ṙα(ň) = ξ̌”

pMα,Mβ
⊩ “ṙα = ṙβ” .۱۹−۳−۳ ادعا

که طوری به دارند وجود n < ω و q ≤ pMα,Mβ
کنید فرض خلف برهان با اثبات.

q ⊩ “(ṙα(ň) = ۰) ∧ (ṙβ(ň) = ۱)”.

r ≤ q↾Mα که طوری به دارد وجود r ∈ P∩Mα بودن، مقدماتͬ زیرساختار خاصیت از استفاده با صورت این در

بنابراین سازگارند. φMα,Mβ
(r) و q↾Mβ پس ،φMα,Mβ

(q↾Mα) = q↾Mβ چون .r ⊩ “ṙα(ň) = ۰” و

است. تناقض در q ⊩ “ṙβ(ň) = ۱” با که φMα,Mβ
(r) ⊩ “ṙβ(ň) = ۰” حال عین در اما .q||φMα,Mβ

(r)

.pMα,Mβ
⊩ “ṙα = ṙβ” بنابراین

مجزا دو به دو حقیقͬ اعداد دنبالۀ ⟨rα : α < ω۲⟩ کند اجبار ͬ تواند نم p ͬ دهد م نشان ۱۹−۳−۳ ادعای

■ ͬ کند. م حفظ را CH ،P با فورسینگ بنابراین است. باطل خلف فرض پس باشد،
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و است V روی ͷژنری⁃P فیلتر G کنید فرض اکنون

A = {α : ∃p ∈ G((α ∈ dom(fp)) ∧ (fp(α) = ۱))}.

کاردینالیتۀ از ω۲ Aزیرمجموعۀ ͬ دهد م نتیجه باز، چͽال مجموعەهای وسیلۀ به استدلال ،۲۹−۲−۲ سوال همانند

است. ℵ۲

مجموعەهای صورت، این در است. نامتناهͬ شمارای مجموعۀ ،x ∈ P(ω۲) ∩ V کنید فرض .۲۰−۳−۳ لم

هستند. ناتهͬ x \ A و x ∩ A

گیریم اثبات.

Dx = {p ∈ P : ∃α, β ∈ x ∩ dom(fp)((fp(α) = ۱) ∧ (fp(β) = ۰))}.

چنان α, β ∈ x∩ dom(fp) و p ∈ G∩Dx اگر زیرا است. P چͽال زیرمجموعۀ Dx دهیم نشان است کافͬ

.β ∈ x \ A و α ∈ x ∩ A آن گاه ،fp(β) = ۰ و fp(α) = ۱ که باشند

و نامتناهͬ x که آنجا از باشد. دلخواه شرط p ∈ P کنید فرض است، چͽال Dx دهیم نشان اینکه برای

،Mp در N ∼= N ′ هر برای که طوری به دارند وجود α, β ∈ x \ dom(fp) پس است، متناهͬ dom(fp)

گیریم .φN,N ′(α) ̸= β

q = ⟨Mp, fp ∪ {⟨φN,N ′(α), ۱⟩, ⟨φN,N ′(β), ۰⟩ : (N,N ′ ∈ Mp) ∧ (N ∼= N ′)}⟩.

■ دارد. تعلق Dx به است شده خواسته که همانطور و ͬ دهد م گسترش را p است، فورسینگ شرط q

ͬ رسد. م پایان به ۳−۱−۳ قضیه برهان اکنون
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چهارم: فصل

و ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای الحاق

α⁃سره فورسینگ



مقدمه ۱−۴

زیرمجموعەهای همۀ پایا، مجموعۀ واقع در است. ناشمارا منتظم کاردینال بی کران زیرمجموعۀ پایا، مجموعۀ

پایا مجموعۀ دادند نشان ،[۳] در همͺاران۱ و باومͽارتنر ،۱۹۷۶ در ͬ کند. م قطع را کاردینال این در بی کران بستۀ

،ͷژنری گسترش در ͬ تواند م ،S ⊆ ω۱ پایای زیرمجموعۀ کردند ثابت آن ها دقیق تر، بیان به نیست. مطلق مفهوم

که داد سوق فورسینگͬ مفاهیم سمت به را تحقیقات پدیده، این باشد. ناپایا۲ ͬ کند، م حفظ را ω۱ ویژه به که

این در گام ها موثرترین و مهم ترین جمله از ͬ کنند. م الحاق پایا مجموعەهای در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای

فورسینگͬ ،T ⊆ ω۱ پایای مجموعۀ فرض با آن ها شد. برداشته [۱] در شلاه و آبراهام توسط ۱۹۸۳ در زمینه،

T در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ زمینه، ساختار به جدیدی شمارای مجموعۀ الحاق بدون که کردند معرفͬ را

فورسینگͬ ،κ دلخواه کاردینال با ω۱ ناشمارای و منتظم کاردینال کردن جایͽزین با سپس آن ها ͬ کرد. م الحاق

مجموعۀ در بی کران بستۀ مجموعۀ ،κ از کمتر کاردینالیتۀ از جدیدی مجموعۀ الحاق بدون که کردند معرفͬ را

کاردینال های برخͬ برای چاق۳ پایای مجموعەهای مفهوم از استفاده ͬ کرد. م الحاق S ⊆ κ شدۀ داده پایای

پس است. مشترک کار این برجستۀ نقاط از است، منفرد۴ کاردینال κ که حالتͬ برای شلاه همͺاری و خاص،

برای فورسینگͬ مفاهیم مجزا صورت به [۹] در فریدمن و [۲۱] در میشل ،۲۰۰۵ و ۲۰۰۴ سال های در آن از

نتایج بر علاوه مقالات این کردند. معرفͬ متناهͬ شرط های توسط ،ω۲ در بی کران بستۀ زیرمجموعەهای الحاق

از پایا زیرمجموعۀ هیچ شامل ،ω۲ روی ناپایای ایدەآل ͬ دهد م نتیجه +κ⁃مهلو۵ کاردینال ”سازگاری مانند کلیدی

برداشتند روشͬ دادن تعمیم برای را گام ها اولین آن ها بودند. اهمیت دارای نیز دیͽری جهات از نیست“ cof(ω1)

عنوان به ͬ کرد. م استفاده ℵ۱ از بزرگتر کاردینالیتۀ از ͷژنری شͬ الحاق برای متناهͬ شرط های با فورسینگ از که

الحاق همچنین و ω۲⁃آرونشاین،۶ درختان بدون ساختار هایی ساختن برای ͬ توان م میشل تکنیͷ های از مثال،

کرد. استفاده متناهͬ شرط های وسیله به ω۲⁃سوسلین۷ درختان
1Baumgartner, Harrington, and Kleinberg
2Nonstationary
3Fat-stationarity
4Singular
5Mahlo
6Aronszajn
7Souslin
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شرط های با ω۲ روی فورسینگ برای کاربردی کاملا ͬͺتکنی سادەتر، شرط هایی با توانست نیمن ،۲۰۱۴ در

هستند، متعدی یا شمارا مقدماتͬ زیرساختارهای از متناهͬ دنبالەهای که نیمن، شرط های کند. معرفͬ متناهͬ

جالبی بسیار نتایج به منجر ͬ دهند، م تشͺیل را رفته کار به ساختار نوع دو هر برای سره فورسینگ اینکه بر علاوه

ω۲ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ قبل، کارهای ادامۀ در همچنین نیمن ͬ شوند. م نیز PFA سازگاری اثبات مانند

ͬ کند. م الحاق متناهͬ شرط های وسیلۀ به

حمایت با مͺرر فورسینگ های زمینه در اولیەاش تحقیقات حین در شلاه توسط فورسینگ، بودن سره مفهوم

با فورسینگ هرگاه گوییم، سره فورسینگ را P مرتب جزئا مجموعۀ .[۲۶] شد معرفͬ ℵ۱ حفظ برای شمارا،

باشد سره P اگر کند. حفظ λ منتظم ناشمارای کاردینال هر برای را [λ]ℵ۰ مجموعۀ پایای زیرمجموعەهای P

ساختار به که اردینال ها از شمارا مجموعەای توسط ،ͷژنری گسترش در اردینال ها از شمارا مجموعۀ هر آن گاه

معادل سازی همچنین شلاه ͬ ریزد. نم فرو را ℵ۱ ویژه به P با فورسینگ بنابراین ͬ شود. م پوشیده دارد تعلق زمینه

برای اگر تنها و اگر است سره P فورسینگ کرد. معرفͬ ͷژنری⁃(M,P) شرط های از استفاده با بودن سره برای

،p ∈ M شرط هر ،Hθ از M شمارای مقدماتͬ زیرساختار هر و θ بزرگ کافͬ اندازۀ به و منتظم  کاردینال هر

که D ⊆ P باز چͽال مجموعۀ هر برای یعنͬ است؛ ͷژنری⁃(M,P) شرطͬ که باشد داشته q مانند گسترشͬ

است. پیش چͽال q زیر D ∩M مجموعۀ باشد M در

ͷژنری⁃(M,P) قوی طور به شرط های از استفاده با را بودن سره قوی طور به مفهوم میشل، آن، از بعد

D ⊆ P∩M باز چͽال مجموعۀ هر که است این در ͷژنری⁃(M,P) شرط های با آن ها تفاوت تنها کرد. معرفͬ

.[۲۲] باشد پیش چͽال q شرط آن زیر باید

بودن α⁃سره عنوان با که است کرده معرفͬ را بودن سره از فنͬ تعمیمͬ α < ω۱ هر برای همچنین شلاه

است >⁃سره α که دارد وجود فورسینگͬ ،α تجزیەناپذیر اردینال هر برای است داده نشان او ͬ شود. م شناخته

نیست. α⁃سره اما

ͬ شود. م ارائه است، بودن α⁃سره جداسازی برای جدیدی مثال که آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ فصل، این در

آمده ،ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ الحاق برای آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ ،α تجزیەناپذیر اردینال هر برای

نیست. α⁃سره اما است >⁃سره α که ͬ کنیم م معرفͬ را [۱] در
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الحاق برای آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ متناهͬ شرط های با و نیمن، روش از الهام با ۳−۴ بخش در

ω⁃سره اما است سره قوی طور به فورسینگ این ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ

معرفͬ را P فورسینگ از P[α] تعمیم ،α < ω۱ تجزیەناپذیر اردینال هر برای ۴−۴ بخش در سپس نیست.

فورسینگ این واقع در نیست. α⁃سره و است >⁃سره α ͬ کند، م الحاق ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ که ͬ کنیم م

هر آن گاه ،P[α] ∈ N۰ و باشد β⁃برج۱ N = ⟨Nξ : ξ ≤ β⟩ ،β < α اگر که دارد قوی تری خصوصیت

قوی طور به q آن گاه نباشد، حدی۲ اردینال ξ ≤ β اگر که طوری به دارد q مانند گسترشͬ p ∈ N۰ شرط

است. ͷژنری⁃(Nδ,P[α]) باشد، حدی اردینال δ ≤ β زمان هر و است ͷژنری⁃(Nξ,P[α])

پیش نیازها ۲−۴

هر برای و ،Hω۱ شمارای مقدماتͬ زیرساختارهای همۀ مجموعۀ نشان دهندۀ Eℵ۰,ℵ۱ ͬ کنیم م یادآوری ابتدا

است. M ∩ ω۱ شمارای اردینال نشان دهندۀ δM ،M ∈ Eℵ۰,ℵ۱

برای هرگاه ͬ شود م نامیده α⁃برج ،N = ⟨Nξ : ξ ≤ α⟩ دنبالۀ .α < ω۱ کنید فرض .۱−۲−۴ تعریف

باشیم: داشته λ بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال

Nξ؛ ∈ Eℵ۰,λ ،ξ ≤ α هر برای .۱

α؛ ∈ N۰ .۲

Nζ؛ ∈ Nζ+۱ ،ζ < α هر برای .۳

و Nδ =
⋃
ξ<δ

Nξ ،δ ≤ α حدی اردینال هر برای .۴

.⟨Nζ : ζ ≤ ξ⟩ ∈ Nξ+۱ ،ξ < α هر برای .۵

.P ∈ N۰ که طوری به باشد α⁃برج N = ⟨Nξ : ξ ≤ α⟩ و فورسینگ P کنید فرض .۲−۲−۴ تعریف

باشد. ͷژنری⁃(Nξ,P) شرط ξ ≤ α هر برای q هرگاه گوییم، ͷژنری⁃(N ,P) را q ∈ P

1Tower
2Limit Ordinal
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α⁃برج هر برای هرگاه است α⁃سره P گوییم باشد. فورسینگ P و α < ω۱ کنید فرض .۳−۲−۴ تعریف

>⁃سره α ،P باشد. داشته ͷژنری⁃(N ,P) گسترشͬ p ∈ N۰ شرط هر ،P ∈ N۰ با N = ⟨Nξ : ξ ≤ α⟩

باشد. β⁃سره ،β < α هر برای هرگاه است،

.β ≤ γ < α هر برای β + γ < α هرگاه گوییم، تجزیەناپذیر را α اردینال .۴−۲−۴ تعریف

ω۱ در بی کران بستۀ زیرمجموعۀ الحاق ۳−۴

این ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ است، آمده [۱] در که آبراهام فورسینگ از تعمیمͬ بخش این در

[۱۱] نیست. ω⁃سره اما است سره قوی طور به فورسینگ،

به باشد p = ⟨Mp, fp⟩ مرتب های زوج شͺل به شرط هایی شامل P فورسینگ کنید فرض .۱−۳−۴ تعریف

که: طوری

و است Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از ∋⁃صعودی متناهͬ دنبالۀ Mp = ⟨Mp
i : i < np⟩ .۱

fp(M
p
i ) ،i < np − ۱ برای که ͬ شود م تعریف طوری Mp دامنۀ با fp : Mp −→ Hω۱ تابع .۲

است. Hω۱ متناهͬ زیرمجموعۀ fp(Mp
np−۱) و Mp

i+۱ متناهͬ زیرمجموعۀ

.fp(M) ⊆ fq(M) ،M ∈ Mp هر برای و Mp ⊆ Mq اگر تنها و اگر q ≤ p گوییم p, q ∈ P برای

ͬ کند. م الحاق ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ P ͬ دهیم م نشان ابتدا

آن گاه باشد، ͷژنری فیلتر G ⊆ P اگر .۲−۳−۴ لم

C = {δM : ∃p ∈ G(M ∈ Mp)}

است. ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ

ͬ نماییم. م اثبات و بیان را زیر ادعای بعدی، نتایج برخͬ همچنین و ۲−۳−۴ لم اثبات برای
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.γ < δN که طوری به دارد وجود N ∈ Mp′ با p′ ≤ p ،γ ∈ ω۱ و p ∈ P هر برای .۳−۳−۴ ادعا

دارد وجود N ∈ Eℵ۰,ℵ۱ ͬ دهد م نتیجه ۳−۱−۲ لم هستند، Hω۱ از شمارا مجموعۀ دو γ و p چون اثبات.

برای fp′(M) = fp(M) ،Mp′ = Mp ∪{N} آن در که p′ = ⟨Mp′ , fp′⟩ گیریم .p, γ ∈ N که طوری به

.γ < δN و است p از گسترشͬ و فورسینگ شرط p′ صورت این در .fp′(N) = ∅ و M ∈ Mp هر

مجموعۀ ۳−۳−۴ ادعای طبق

Dγ = {q ∈ P : ∃M ∈ Mq(γ < δM)}

C حدی۱ نقطۀ γ کنید فرض اکنون است. بی کران ω۱ در C بنابراین است. چͽال P در γ ∈ ω۱ هر برای

طبیعͬ P⁃ترم ،Ċ که جایی p ⊩ “γ̌ ∈ lim Ċ” که طوری به دارد وجود p ∈ P بنابراین باشد. V [G] در

بنابراین نباشد. چنین کنید فرض خلف برهان با .γ̌ ∈ Ċ ͬ کند م اجبار همچنین p ͬ کنیم م ادعا است. C

،۳−۳−۴ ادعای مطابق p گسترش با لزوم صورت در .δM = γ که طوری به ندارد وجود M ∈ Mp هیچ

بزرگتر دلخواه اردینال ξ < δMp
i+۱

کنید فرض .δMp
i
< γ < δMp

i+۱
که طوری به دارد وجود i < np − ۱

M ̸= Mp
i هر برای fq(M) = fp(M) ،Mq = Mp آن در که q = ⟨Mq, fq⟩ گیریم باشد. γ از

بنابراین ͬ دهد. م گسترش را p و است فورسینگ شرط q صورت این در .fq(Mp
i ) = fp(M

p
i ) ∪ {ξ} و

r ≤ q هر برای نتیجه در .ξ ∈ fr(M
r
j ) آن گاه ،Mp

i = M r
j و r ≤ q اگر حال .q ⊩ “γ̌ ∈ lim Ċ”

که نیست اینچنین N ∈ Mr هر و r ≤ q هر برای یعنͬ ξ؛ ∈ N آن گاه ،M r
j ∈ N اگر N ∈ Mr هر و

برای واقع در نیست. Ċ حدی نقطۀ γ ͬ کند م اجبار دهد، گسترش را q که شرطͬ هر بنابراین .δMp
i
< δN ≤ ξ

ویژه به .r ⊩ “Ċ ∩ (δMp
i
, ξ] = ∅” ،r ≤ q هر

r ⊩ “Ċ ∩ γ ⊆ δMp
i
+ ۱”.

بستۀ مجموعۀ C بنابراین است. فرض با تناقض در که q ⊩ “γ̌ /∈ lim Ċ” ،۱۴−۲−۲ لم طبق حالت این در

ͬ شود. م کامل ۲−۳−۴ لم برهان و است ω۱ در بی کران

1Limit Point
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است. سره قوی طور به P .۴−۳−۴ لم

قرار .p ∈ P ∩N و P ∈ N ،N ∈ Eℵ۰,λ و است بزرگ کافͬ اندازۀ به منتظم کاردینال λ کنید فرض اثبات.

fp′(M) = fp(M) و Mp′ = Mp∪{N ′} آن در که p′ = ⟨Mp′ , fp′⟩ کنید فرض Nو ′ = N∩Hω۱ دهید

را p که است ͷژنری⁃(N,P) قوی طور به شرط p′ ͬ دهیم م نشان اکنون .fp′(N ′) = ∅ و M ∈ Mp هر برای

تعریف q↾N = ⟨Mq∩N, fq↾Mq∩N⟩ صورت به را N به q تحدید .q ≤ p′ کنید فرض ͬ دهد. م گسترش

N ′ از قبل تا Mq ابتدایی قسمت دقیقاً Mq ∩N کنید توجه ابتدا .q↾N ∈ P ∩N ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م

اعضای از متناهͬ دنبالۀ لذا است، N ′ ⊆ N متناهͬ زیرمجموعۀ ،N ′ از قبل تا Mq اعضای دنبالۀ چون است.

زیرا .N ′ ∈ Q آن گاه ،Q /∈ N که طوری به باشد داشته وجود Q ∈ Mq اگر طرفͬ از است. N به متعلق و N

با M ∈ Mq ∩ N هر برای fq تابع همچنین است. تناقض که Q ∈ N ∩ Hω۱ = N ′ صورت این غیر در

Mq عضو بزرگترین M q
k کنیم فرض اگر .fq(M q

i ) ∈M q
i+۱ ،i هر برای و ماند خواهد باقͬ قبل تعریف همان

تعلق N ساختار به که است فورسینگ شرط q↾N بنابراین .fq(M q
k ) ∈ N ′ ⊆ Hω۱ آن گاه باشد، N ′ از قبل

ͬ دهد. م گسترش را q↾N که طوری به دارد وجود r ∈ D آن گاه باشد، باز چͽال D ⊆ P∩N اگر اکنون دارد.

.s ≤ r, q که کنیم پیدا چنان s شرط ͬ خواهیم م

و Ms = Mr ∪Mq آن در که s = ⟨Ms, fs⟩ دهید قرار .۵−۳−۴ ادعا

.fs(M) =


fr(M) M ∈ Mr

fq(M) M ∈ Mq \Mr

بود. خواهد r و q مشترک گسترش s صورت این در

هر برای و Mq ∩N ⊆ Mr ⊆ N ′ زیرا است، Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از متناهͬ صعودی دنبالۀ Ms اثبات.

فورسینگ شرط s بنابراین .fs(M s
i ) ∈ M s

i+۱ ،i+ ۱ < ns هر برای همچنین .N ′ ∈ Q ،Q ∈ Mq \Mr

شامل و M ∈ Mq که زمانͬ است fq(M) شامل fs(M) همچنین و Mq,Mr ⊆ Ms که آنجا از است.

p′ زیر D است گواه s شرط بنابراین است. r و q از گسترشͬ s پس ،M ∈ Mr که زمانͬ است fr(M)

■ است. سره قوی طور به P نتیجه در و است پیش چͽال
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اگر ͬ دهیم م نشان ۶−۳−۴ لم در واقع در باشد. ω⁃سره ͬ تواند نم P فورسینگ ͬ دهد م نشان ۶−۳−۴ لم

خواهد ۲−۳−۴ لم با تناقض در که باشد بی کران بستۀ مجموعۀ ͬ تواند نم C آن گاه باشد، ω⁃سره فورسینگ P

بود.

نیست. ω⁃سره فورسینگ P .۶−۳−۴ لم

است Hω۱ مقدماتͬ زیرساختار N ∩ Hω۱ ،N ∈ Eℵ۰,λ هر و λ ≥ ω۱ هر برای ،۴−۳−۴ لم همانند اثبات.

است. q شرط هر برای بودن ͷژنری⁃(N ∩ ω۱,P) با معادل بودن، ͷژنری⁃(N,P) ،P تعریف به توجه با و

Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از ω⁃برج N = ⟨Ni : i ≤ ω⟩ کنیم فرض مسئله، کلیت از شدن کاسته بدون ͬ توانیم م بنابراین

شرط ͬ توانند نم p گسترش های از کدام هیچ داد خواهیم نشان .p ∈ P ∩ N۰ و P ∈ N۰ که طوری به باشد

آمده ۲−۲−۴ تعریف در که طور همان ͬ توانند نم p گسترش های از کدام هیچ یعنͬ باشند. ͷژنری⁃(N ,P)

اینجا در است. شرطͬ چنین q کنید فرض خلف برهان با باشند. ͷژنری⁃(Ni,P) ،i ≤ ω هر برای است،

چون است. تعریف پذیر P توسط Ċ P⁃ترم کنید توجه است. C بی کران بستۀ مجموعۀ طبیعͬ P⁃ترم ،Ċ نیز

q ،i ≤ ω هر برای چون .Ċ ∈ Ni بنابراین ،P ∈ Ni و است Hω۱ مقدماتͬ زیرساختار Ni ،i ∈ ω هر برای

داریم ۵−۳−۲ لم به توجه با لذا ،Ċ ∈ Ni و است ͷژنری⁃(Ni,P)

q ⊩ است“ بی کران δNi
در Ċ ∩ δNi

”.

که آنجا از

q ⊩ است“ بی کران بستۀ ω۱ در Ċ”

لذا

q ⊩ “δNi
∈ Ċ”.

دارند وجود i+۱ < nq′ و n ∈ ω ،q′ ≤ q ،۳−۳−۴ ادعای به توجه با است، متناهͬ Mq چون دیͽر طرف از

m ∈ ω پس است، N q′

i+۱ متناهͬ زیرمجموعۀ fq′(N q′

i ) چون .δ
Nq′

i

< δNn < δNω ≤ δ
Nq′

i+۱
که طوری به

در که q′′ = ⟨Mq′′ , fq′′⟩ گیریم .ξ /∈ fq′(N
q′

i ) و n < m که طوری به دارند وجود δNm < ξ < δ
Nq′

i+۱
و

لم همانند .fq′′(N q′

i ) = fq′(N
q′

i ) ∪ {ξ} و M ̸= N q′

i هر برای fq′′(M) = fq′(M) ،Mq′′ = Mq′ آن

■ ͬ شود. م تناقض به منجر که r ⊩ “δNm /∈ Ċ” ،r ≤ q′′ هر برای و است q گسترش q′′ ∈ P ،۲−۳−۴
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تعمیم یافته حالت ۴−۴

زیر قضیۀ برای جدید اثباتͬ جانبی، شرط های ͷکم با و ۱−۳−۴ تعریف فورسینگ تعمیم با بخش این در

ͬ کنیم. م ارائه است شلاه به متعلق که

P[α] که طوری به دارد وجود P[α] مانند فورسینگͬ ،α شمارای تجزیەناپذیر اردینال هر برای .۱−۴−۴ قضیه

نیست. α⁃سره اما است β⁃سره ،β < α هر برای

خواهیم نشان ͬ نماییم. م بررسͬ را آن خواص و معرفͬ را α تجزیەناپذیر اردینال فورسینگP[α]برای ادامه در

خصوصیت P[α] داد خواهیم نشان همچنین ͬ کند. م الحاق ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ P همانند ،P[α] داد

p ∈ N۰ هر ،P[α] ∈ N۰ با N = ⟨Nξ : ξ ≤ β⟩ β⁃برج هر و β < α هر برای که دارد نیز قوی تری

و ͷژنری⁃(Nξ,P[α]) قوی طور به q آن گاه نباشد، حدی اردینال ξ ≤ β اگر که طوری به دارد q مانند گسترشͬ

است. ͷژنری⁃(Nδ,P[α]) آن گاه باشد، حدی اردینال δ ≤ β اگر

شͺل به شرط هایی همۀ مجموعۀ P[α] فورسینگ است. تجزیەناپذیر اردینال α < ω۱ گیریم .۲−۴−۴ تعریف

آن: در که است p = ⟨Mp, fp,Wp⟩

است؛ Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از ∋⁃صعودی پیوستۀ۱ دنبالۀ Mp = ⟨Mp
ξ : ξ ≤ γp < α⟩ ●

و Mp
ξ+۱ متناهͬ زیرمجموعۀ fp(Mp

ξ ) ،ξ < γ هر برای که طوری به است تابع fp : Mp −→ Hω۱ ●

و است، Hω۱ متناهͬ زیرمجموعۀ fp(Mp
γ )

،N ∈ Wp هر برای که طوری به است Mp زیرمجموعۀ ،Wp گواه جانبی شرط ●

p↾N = ⟨Mp ∩N, fp↾Mp ∩N,Wp ∩N⟩ ∈ N.

و M ∈ Mp هر برای fp(M) ⊆ fq(M) ،Mp ⊆ Mq اگر تنها و اگر q ≤ p گوییم، p, q ∈ P[α] برای

.Wp ⊆ Wq

1Continuous
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آن گاه باشد، ͷژنری فیلتر G ⊆ P[α] اگر .۳−۴−۴ لم

C = {δM : ∃p ∈ G(M ∈ Mp)}

است. ω۱ در بی کران بستۀ مجموعۀ

دارد وجود N ∈ Mq با q ≤ p ،p ∈ P[α] هر برای ،۳−۳−۴ ادعای اثبات به شبیه .γ ∈ ω۱ گیریم اثبات.

مجموعۀ بنابراین .γ < δN که طوری به

Dγ = {q ∈ P[α] : ∃ξ ≤ γq(γ ≤ δMξ
)}

.p ⊩ “γ /∈ Ċ” کنید فرض است. بی کران ω۱ در C ͬ کند م تضمین و است فورسینگ باز چͽال زیرمجموعۀ

هر برای نوشتن، در بیشتر دقت برای باشد. C حدی نقطۀ ͬ تواند نم γ ͬ کند م اجبار همچنین p ͬ دهیم م نشان

گیریم .γ < δMγp
کنید فرض لزوم، صورت در p گسترش با ابتدا .Mη =Mp

η ͬ دهیم م قرار η ≤ γp

δ = sup{δMξ
: (ξ ≤ γp) ∧ (δMξ

< γ)}.

،p ⊩ “γ /∈ Ċ” کردیم فرض چون .δMη = δ که طوری به دارد وجود η < γp پس است، پیوسته Mp چون

وجود ζ ∈ Mη+۱ اردینال بنابراین و ،δ < γ < δMη+۱ لزوماً پس .γ ̸= δMη ،Mη ∈ Mp هر برای لذا

،ξ ̸= η هر برای fq(Mξ) = fp(Mξ) ،Mq = Mp که باشد چنان q گیریم .γ < ζ که طوری به دارد

ͬ دهد. م گسترش را p و است فورسینگ شرط q صورت این در .Wq = Wp و fq(Mη) = fp(Mη) ∪ {ζ}

،ζ ∈ Mη+۱ چون و ،Wq ⊆ Mq = Mp کنیم توجه است کافͬ لذا ͬ شود، م برده ارث به p از خواص همۀ

هر برای ،q↾N ∈ N پس ،Mη ∈ N که N ∈ Wq هر برای ζ ∈ N چون همچنین .fq(Mη) ∈ Mη+۱ پس

،r ≤ q هر برای ،۲−۳−۴ لم همانند و است p از گسترشͬ q ͬ شود م نتیجه تعریف از .N ∈ Wq

r ⊩ “Ċ ∩ (δMη , ζ] = ∅”.

■ نیست. C حدی نقطۀ γ ͬ کند م اجبار p ۱۴−۲−۲ لم طبق بنابراین

ͬ پردازیم. م ۱−۲−۴ قضیۀ اثبات به اکنون
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نیست. α⁃سره اما است β⁃سره فورسینگ β < α هر برای P[α] .۴−۴−۴ قضیه

β⁃برج هر و β < α هر برای واقع در ͬ شود. م انجام لم ها از سری ͷی توسط ۴−۴−۴ قضیۀ برهان

که: ͬ یابیم م چنان را p′ ≤ p شرط p ∈ P[α] ∩N۰ شرط هر برای و P[α] ∈ N۰ که N = ⟨Nζ : ζ ≤ β⟩

ζ ≤ β هر برای :(∗)β,Np′

و است ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) قوی طور به شرط p′ آن گاه باشد، تال۱ͬ اردینال ζ اگر .۱

است. ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) شرط p′ آن گاه باشد، حدی اردینال ζ اگر .۲

−(N ,P[α]) ͬ تواند نم q ∈ P[α] شرط هیچ ،P[α], Ċ ∈ N۰ با N α⁃برج هر برای ͬ دهیم م نشان همچنین

باشد. ͷژنری

اردینال است. β⁃سره فورسینگ P[α] ،β < α هر برای که کرد خواهیم شروع حͺم این اثبات با ابتدا

.P[α] ∈ N۰ با باشد Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از β⁃برج N = ⟨Nζ : ζ ≤ β⟩ ͬ کنیم م فرض و گرفته نظر در را β < α

که: بͽیرید نظر در چنان را p′ = ⟨Mp′ , fp′ ,Wp′⟩ دلخواه، p ∈ P[α] ∩N۰ برای

،Mp′ = Mp ∪N .۱

،fp′(Mp′

ξ ) = fp′(M
p
ξ ) = fp(M

p
ξ ) ،ξ ≤ γp هر برای .۲

و fp′(Mp′

γp+۱+ζ) = fp′(Nζ) = δNζ
+ ۱ ،ζ ≤ β هر برای .۳

.Wp′ = Wp ∪ {Nζ ∈ N : نباشد حدی اردینال ζ} .۴

و Wp ⊆ Wp′ ،Mp ⊆ Mp′ ،p′ ساختن به توجه با است. (∗)βNp′ برقراری بر گواهͬ p′ داد خواهیم نشان

.p′ ∈ P[α] دهیم نشان باید اماهنوز .p′ ≤ p بنابراین .fp(M) ⊆ fp′(M) ،M ∈ Mp هر برای

1Successor Ordinal
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است. فورسینگ شرط p′ .۵−۴−۴ لم

از پیوسته و ∋⁃صعودی دنبالۀ N چون .fp(Mp
γp) ∈ N۰ همچنین و Mγp ∈ N۰ پس ،p ∈ N۰ چون اثبات.

γp + β طول از Eℵ۰,ℵ۱ اعضای از پیوسته و ∋⁃صعودی دنبالۀ Mp′ لذا ،Mγp ∈ N۰ و است Eℵ۰,ℵ۱ اعضای

طول ،۴−۲−۴ تعریف طبق هستند، α از کوچͺتر β و γp و است تجزیەناپذیر اردینال α که آنجا از است.

،fp′(Mγp) ∈ N۰ پس ،p ∈ N۰ چون همچنین است. کوچͺتر α از است، γp + β حداکثر که Mp′ دنبالۀ

هر و ζ ̸= β هر برای بنابراین .δNζ
+ ۱ ∈ Nζ+۱ ͬ آوریم م دست به ،Nζ ∈ Nζ+۱ ،ζ < β هر برای چون و

،ξ < γp′ هر برای لذا .fp′(Nζ) ∈ Nζ+۱ ،Nζ ∈ N

.fp′(Mγp′
) = fp′(Nβ) ∈ Hω۱ و fp′(Mp′

ξ ) ∈Mp′

ξ+۱

کنید فرض .Wp′ ⊆ Mp′ ͬ شود م نتیجه Wp′ ساختن از دارد. را لازم خواص Wp′ دهیم نشان است کافͬ اکنون

آن گاه ،Q ∈ Wp′ \ Wp اگر .p′↾Q = p↾Q ∈ Q پس ،Wp ∈ N۰ چون آن گاه ،Q ∈ Wp اگر .Q ∈ Wp′

اگر است. برقرار حͺم و p′↾N۰ = p ∈ N۰ آن گاه ،Q = N۰ اگر .Q = Nζ+۱ ،ζ < β برای یا Q = N۰

Nζ+۱ به که است Nζ عضو بزرگترین با Mp′ ابتدایی قسمت Mp′ ∩Nζ+۱ آن گاه ،ζ < β برای Q = Nζ+۱

از ∋⁃صعودی پیوستۀ دنبالۀ Mp′ زیرا fp′(Q′) ∈ Nζ+۱ ،Q′ ∈ Mp′ ∩Nζ+۱ هر برای همچنین دارد. تعلق

شماراست، زیرساختارهای از ∋⁃صعودی پیوستۀ دنبالۀ N و Wp ∈ N۰ چون آخر در شماراست. زیرساختارهای

■ .Wp′ ∩Nζ+۱ ∈ Nζ+۱ لذا

طور به شرط دارد، تالͬ اندیس که β⁃برج از شمارا مقدماتͬ زیرساختار هر برای p′ ͬ دهیم م نشان ادامه در

است. ͷژنری قوی

است. ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) قوی طور به شرط p′ ،ζ ≤ β غیرحدی۱ اردینال هر برای .۶−۴−۴ لم

بͽیرید. نظر در غیرحدی اردینال را ζ ≤ β ͬ کنیم. م ارائه ادعاها از سری ͷی در را ۶−۴−۴ لم برهان اثبات.

1Non-limit Ordinal
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.q↾Nζ ∈ P[α] ∩Nζ آن گاه ،q ≤ p′ اگر .۷−۴−۴ ادعا

ویژه به که ،Nζ ∈ Wp′ ⊆ Wq دهد، گسترش را p′ که q شرط هر برای ،۲−۴−۴ تعریف طبق اثبات.

.q↾Nζ ∈ Nζ ͬ دهد م نتیجه

کنید فرض است. q↾Nζ گسترش r ∈ D و باز چͽال D ⊆ P[α] ∩ Nζ کنید فرض .۸−۴−۴ ادعا

باشد. زیر صورت به s = ⟨Ms, fs,Ws⟩

Ms = Mr ∪Mq ●

fs↾Mr = fr ●

fs↾Mq \Mr = fq ●

Ws = Wr ∪Wq ●

ͬ دهد. م گسترش را q و r و است فورسینگ شرط s صورت این در

.s ∈ P[α] دهیم نشان است کافͬ بنابراین است. q و r مشترک گسترش s ساختن، به توجه با اثبات.

γr + γq حداکثر نیز(که Ms طول پس است، α تجزیەناپذیر اردینال از کمتر Mq و Mr دنبالەهای طول چون

صورت به ∋⁃صعودی پیوستۀ دنبالۀ Ms این، بر علاوه است. α از کمتر است)

Ms = M⌢
r ⟨Nζ⟩⌢⟨N ∈ Mq : Nζ ∈ N⟩ = ⟨M r

۰ , . . . ,M
r
γr , N

q
ζ , N

q
ζ+۱, . . . , N

q
γq⟩

ویژه به و Mr ∈ Nζ ͬ دهد م نتیجه r ∈ Nζ کنید توجه است.

.fs(M
s
γr) = fr(M

r
γr) ∈ Nζ و M r

γr ∈ Nζ

ͬ شود م استنباط فوراً بنابراین .Nζ ∈ N با N ∈ Mq کوچͺترین برای fs(Nζ) = fq(Nζ) ∈ N که آنجا از

،ξ < γs هر برای

.fs(M
s
γs) = fq(N

q
γq) ∈ Hω۱ و fs(M s

ξ ) ∈M s
ξ+۱
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آنگاه ،Q ∈ Wq \Wr اگر .s↾Q = r↾Q ∈ Q آنگاه ،Q ∈ Wr اگر .Q ∈ Ws کنید فرض حالا

s↾Q = s↾Nζ ∪ s↾(Nζ , Q) = r ∪ q↾(Nζ , Q) = r ∪ q↾Q.

.s↾Q = r ∪ q↾Q ∈ Q بنابراین .q↾Q ∈ Q لذا ،Q ∈ Wq چون .r ∈ Q پس ،r ∈ Nζ ⊆ Q که آنجا از

■ ͬ گردد. م کامل ۶−۴−۴ لم برهان و است ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) قوی طور به شرط p′ بنابراین

شرطͬ ،ͷژنری⁃(N,P) قوی طور به شرط هر شده، داده P و N برای دادیم نشان ۹−۳−۲ قضیۀ در

ساختارهایی برای شرط ها، بودن ͷژنری خاصیت ͬ دهیم م نشان ۹−۴−۴ لم در اکنون است. ͷژنری⁃(N,P)

ͬ شود. م حفظ است، حدی اردینال های آن ها اندیس که برج از

ͷژنری⁃(Nη,P[α]) p
′ ،ζ از کوچͺتر η اردینال هر برای و باشد حدی اردینال ζ ≤ β کنید فرض .۹−۴−۴ لم

است. ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) p
′ صورت این در باشد.

طوری به دارد وجود η < ζ پس ،Nζ =
⋃
η<ζ

Nη که آنجا از باشد. اردینال P[α]⁃ترم ،τ̇ ∈ Nζ گیریم اثبات.

ͬ گیریم م نتیجه ۴−۳−۲ لم از استفاده با و فرض به توجه با .τ̇ ∈ Nη که

p′ ⊩ “Nη ∩ON = Nη[Ġ] ∩ON”.

لم از مجدد استفاده با است، دلخواه τ̇ که آنجا از .p′ ⊩ “τ̇ ∈ Nζ” نتیجه در و ،p′ ⊩ “τ̇ ∈ Nη” بنابراین

■ است. ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) p
′ ͬ گیریم م نتیجه ،۴−۳−۲

نیست. α⁃سره ،P[α] .۱۰−۴−۴ لم

Ċ قبل، همانند .P[α], Ċ ∈ N۰ که طوری به باشد دلخواه α⁃برج N = ⟨Nζ : ζ ≤ α⟩ کنید فرض اثبات.

الحاق P[α] توسط فورسینگ با که است ۳−۴−۴ لم در شده Cتعریف بی کران بستۀ مجموعۀ طبیعͬ P[α]⁃ترم

بدون باشد. ͷژنری⁃(N ,P[α]) شرط q ≤ p کنید فرض خلف برهان با .p ∈ P[α] ∩ N۰ گیریم ͬ شود. م

ͷژنری⁃(Nζ ,P[α]) شرط q و Ċ ∈ Nζ چون ζ ≤ α هر برای .δNα < δMq
γq

ͬ کنیم م فرض کلیت، از کاستن

تجزیەناپذیر اردینال α چون .q ⊩ “δNζ
∈ Ċ” بنابراین باشد. بی کران δNζ

در Ċ ∩ δNζ
ͬ کند م اجبار q است،

که بیابیم چنان را ζ < α اردینال ͬ توانیم م پس است، α از کمتر طول از Mq دنبالۀ و است

{δM :M ∈ Mq} ∩ [δNζ
, δNζ+۲) = ∅.
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که آنجا از .δMq
η+۱

≥ δNζ+۲ بنابراین .δMq
η
< δNζ

که طوری به باشد اردینال بزرگترین η < γq گیریم

که: طوری به دارد وجود M̃ مانند ساختاری لذا ،q ⊩ “δNζ
∈ Ċ”

،M̃ ∈M q
η+۱ .۱

و M q
η ∈ M̃ .۲

.δM̃ = δNζ
.۳

که: باشد چنان r گیریم

،Mr = Mq ∪ {M̃} ●

fr(M) = fq(M) ،M ∈ Mq هر برای ●

و fr(M̃) = {δNζ+۱ + ۱} ●

.Wr = Wq ●

،M̃ ∈ N اگر N ∈ Wr هر برای که است کافͬ نکته این به توجه است. فورسینگ شرط r صورت این در

بنابراین است. q گسترش r همچنین .δNζ+۱ + ۱ < δNζ+۲ ≤ δN چون δNζ+۱ + ۱ ∈ N آن گاه

r ⊩ “δNζ+۱ /∈ Ċ”

■ است. تناقض که
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Abstract
In this thesis, using forcing with elementary substructures, we first address a question

posed by Gitik, regarding the preservation of cardinals and the Generalized Continuum Hy-

pothesis (GCH), in the specific case of κ = ℵ2. We introduce a forcing notion that preserves

cardinals and theGCH, while adding highly generic subsets of ω2 . Then, we introduce a gen-

eralization of Abraham’s forcing for adding closed unbounded subsets of ω1, which is proper

but not ω-proper. Subsequently, by introducing a forcing notion that adds Abraham’s club in

ω1 and is < α-proper for any indecomposable ordinal α, but not α-proper, we provide a new

proof for a theorem of Shelah.

Keywords: Forcing with side conditions, elementary substructures, two types side condi-

tions.
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